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第一章 簡介

複數經過幾代的數學家努力，以及科學家與工程師的合作，才將相對的理論發展完成。這個理論應用在流體、電路、力學、電磁學，甚至於量子力學的領域。本章將從一元三次方程式的求解，回顧複數的發展簡史，說明複數的幾種表示方式，同時也說明複數之冪次方與開方根的計算，章末提到複數平面上的拓樸以及在球極平面投影的作用下，讓擴充的複數平面和黎曼球面間的能一一對應關係。


1.1 複數簡史 (The History of Complex Numbers)


1.2 複數的代數運算(The Algebra of Complex Numbers)


1.3 複數的幾何表示 (Geometric Representation of Complex Numbers)


1.4 複數的次方與方根 (Power and Root of Complex Numbers)


1.5 複數平面上之拓樸 (Topology on the Complex Plane)



1.1 複數簡史 (The History of Complex Numbers)




二次方程以及三次方程的幾何觀點



三次方程式的解



虛數的起源



複數的成熟



結論



習題



本節參考文獻



二次方程以及三次方程的幾何觀點

考慮一個二次方程式



x2=mx+n\begin{equation}
x^2 =mx + n \tag{1.1-1}
\end{equation}



在中學時期我們就已經學過如何求解 (1.1-1) 我們只需要使用廣為人知的一元二次方程式



ax2+bx+c=0\begin{equation}ax^2 +bx +c = 0 \tag{1.1-2}\end{equation}



其解的公式 (quadratic formula) 為



x=−b±b2−4ac2a\begin{equation}x = \frac{-b\pm\sqrt{b^2 - 4ac}}{2a} \tag{1.1-3}\end{equation}



對於給定的一元二次方程式 (1.1-1) ，對應到方程式 (1.1-2) 的形式寫得 a=1,b=−m,c=−na=1, b=-m, c=-n﻿，因此我們可以使用式 (1.1-3) 得出



x=m±m2+4n2=m2±m24+n\begin{equation}x = \frac{m\pm\sqrt{m^2 + 4n}}{2} = \frac{m}{2} \pm \sqrt{\frac{m^2}{4} +n} \tag{1.1-4}\end{equation}



方程式 (1.1-1) 的解所代表的幾何意義為拋物線 y=x2y =x^2﻿ 與直線 y=mx+ny =mx + n﻿ 的交點，透過下面的小程序中， 拖動下面的滑塊 mm﻿ 與 nn﻿，觀察交點 x0x_0﻿ 和 x1x_1﻿ 會發生什麼。



[image: https://www.geogebra.org/m/xmfb5wbe]





GeoGebra 1 : 一次方程式 ＆ 二次方程式\text{GeoGebra 1 : 一次方程式 ＆ 二次方程式}



從上圖觀察，解存在於下面三種情形：


	有兩個交點，即方程式有兩個解；




	只有一個交點，即方程式只有一個解；




	沒有交點，表示方程式沒有實數解（不是沒有解）。



令人驚訝的是，即使沒有使用數學符號或計算機，這一點自古以來就已為人所知。 我們從公元前 2000 年左右的泥板得知，巴比倫文明擁有二次公式，使他們（以口頭形式）能夠求解二次方程。 由於負數的概念要等到十六世紀才出現，巴比倫人並沒有考慮負數解。 我們還可以在古希臘人發展的幾何學中找到隱含的方程，正如我們在研究圓、拋物線等時所期望的那樣，但我們並不要求每個幾何問題都有一個解決方案。

現在回到二次方程 x2=mx+nx^2 = mx +n﻿ 考慮 m=0m=0﻿ 以及 n=−1n = -1﻿ ，亦即方程式變成 x2+1=0x^2+1=0﻿。使用 (4)(4)﻿ 我們可以得到



x=±−1x = \pm \sqrt{-1}



這代表什麼？ 何謂 −1\sqrt{-1}﻿？從小中學數學到大學的微積分，我們是無法計算負數的平方根。 那麼，如何解讀這個值呢？ 如圖一所示，從幾何角度來說，我們可以將拋物線 y=x2y = x^2﻿ 和直線 y=−1y = -1﻿ 彼此並不相交，換句話說，沒有實數解。一般來說，如果 m24+n<0\frac{m^2}{4} + n < 0﻿ 則 x2=mx+nx^2 = mx +n﻿ 沒有沒有實數解。因此解 x=±−1x = \pm \sqrt{-1}﻿ 的意義又是如何？
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圖𝟏.𝟏-𝟏： y=x2 和 y=1 之關係\textbf{圖1.1-1： }y=x^2 \text{~和~}y= 1\text{~之關係}



有人認為，這導致了一個新數字的發明 ii﻿ 它等於 −1\sqrt{-1}﻿ ，並被命名為虛數( imaginary)。如果我們使用 ii﻿ 表示，則此數會滿足 i2=−1i^2 = -1﻿ 這一條件，表示說該值就是方程 x2+1=0x^2 +1 = 0﻿ 的解。如此一來，在數學課程中引入 a+b−1a+b\sqrt{-1}﻿ 型式的複數，來求解一元二次方程式 （例如 x2+1=0x^2 +1 = 0﻿ ）。

然而從數學發展的過程來說，複數實際上是由於要求解一元三次方程式的需要而出現的。 值得一提的是，當一元二次方程和三次方程首次出現時，當時人們並不會要求所有的方程式都要有解。

那麼複數真正的重要性在哪裡呢？ 為了回答這個問題，讓我們考慮下面的退化三次方程：



x3=px+q\begin{equation}x^3=px+q\tag{1.1-5}\end{equation}



在幾何上，此方程式代表三次函數 y=x3y = x^3﻿ 與直線 y=px+qy=px+q﻿ 的交點，參考以下程序顯示圖形所示， 請拖動下面的滑塊並觀察會曲線和直線之間發生什麼現象。



[image: https://www.geogebra.org/m/upqhxmaj]





GeoGebra 2 : 一次方程式 ＆ 三次方程式\text{GeoGebra 2 : 一次方程式 ＆ 三次方程式}



正如從圖上所觀察到的，無論參數 pp﻿ 和 qq﻿ 如何移動，兩者所定義出任意一條線，總是會和 y=x3y = x^3﻿ 的曲線相交於某處，即便當線 px+qpx+q﻿ 垂直於 xx﻿ 軸並且遠離原點時（即當 pp﻿ 和 qq﻿ 時都是非常大的正/負數），兩線交點仍然存在。 這是因為三次函數的值域一直從 $-\infin$﻿ 到 $+\infin$﻿， 因此無法繪製任何不會與 y=x3y=x^3﻿ 相交的直線。 此例說明三次函數x3x^3﻿與拋物線 x2x^2﻿ (對應到二次方程式)的情況非常不同，因為後者，都可以定義一條出一條線 mx+nmx+n﻿，使其不會與拋物線相交。



三次方程式的解

眾所周知，退化三次方程式 x3=px+qx^3=px+q﻿ 的解是由意大利數學家在文藝復興時期（15 世紀和 16 世紀）提出的。 Scipione del Ferro (1465-1526) 和 Niccolò Tartaglia (1500-1557) 以及 Girolamo Cardano (1501-1576) 證明 x3=px+qx^3 = px + q﻿ 的解為



x=q2+q24−p3273+q2−q24−p3273\begin{equation}x = \sqrt[3]{\frac{q}{2}+\sqrt{\frac{q^2}{4}-\frac{p^3}{27}}}+ \sqrt[3]{\frac{q}{2}-\sqrt{\frac{q^2}{4}-\frac{p^3}{27}}}\tag{1.1-6}\end{equation}



這被稱為卡爾達諾公式 (Cardano’s formula)，在這裡我們使用現代符號來呈現。
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圖 1.1-2：數學家 N. Tartaglia\text{圖 1.1-2：數學家 N. Tartaglia}
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圖1.1-3：數學家 G. Cardano\text{圖1.1-3：數學家 G. Cardano}







我們可以藉由 x3=−6x+20x^3 = -6x + 20﻿ 來了解其運作原理。在這一情形之下 p=−6p = -6﻿ 以及 q=20q = 20﻿ 。將這些條件代入 (6)(6)﻿ 我們可以知道解為



x=10+1083−−10+1083x = \sqrt[3]{10 + \sqrt{108}} - \sqrt[3]{-10+\sqrt{108}}



化簡我們得到 x=2x=2﻿ (如何得?)，這是給定方程的一解，因為



8=(2)3=−6(2)+20=−12+20=88=(2)^3=-6(2)+20=-12+20=8



因此，至少對於目前情況而言，這個公式似乎非常有效。

讀者練習：請嘗試使用 Cardano 公式求解方程式 x3=6x+6x^3=6x+6﻿ 。



虛數的起源

發現 Cardano 公式幾年後，意大利工程師兼建築師拉斐爾·邦貝利（Rafael Bombelli，1526-1572）認識到這個公式有些奇怪和矛盾。 他考慮了方程



x3=15x+4\begin{equation}x^3=15x+4\tag{1.1-7}\end{equation}



也許只需稍加思考，您就會發現 x=4x=4﻿ 是一個解決方案。 這也可以從圖四中看出。實際上有三種解決方案，但 Bombelli 沒有考慮負值，所以我們也不考慮。
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圖𝟏.𝟏-𝟒:x3=15x+4\textbf{圖1.1-4:}x^3=15x+4



Bombelli 利用 Cardano 公式求解 x3=15x+4x^3=15x+4﻿ 。因此，考慮 p=15p=15﻿ 和 q=4q=4﻿ ，他得到



x=2+−1213+2−−1213x=\sqrt[3]{2+\sqrt{-121}}+\sqrt[3]{2-\sqrt{-121}}\tag{1.1-8}



在這裡他遇到了一個非常不尋常的值。 如果 Cardano 的公式是正確的，這個數字一定等於4。但這一定是無稽之談，這個值不可能是實數，因為在立方根內部我們取負數的平方根，這在當時是絕對不可能的（並且現在也是如此）。 Cardano 也遇到過這個困難，但他沒有面對。 他確實曾經提到過虛數，但與二次方程有關，並附有這樣的評論：這些數字「既微妙又無用」。

然而，Bombelli 克服了這個困難，因為他發現 Cardano 公式給出的 xx﻿ 的奇怪表達式 (1.1-8) 實際上是真實的，但以一種非常不熟悉的方式表達。 這種洞察力來之不易。 正如 Bombelli 在他的《L’Algebra》一書中寫道：


儘管對許多人來說這似乎是一件不切實際的事情，因為即使我不久前也持有這種觀點，因為它在我看來比真實的更複雜，但我努力搜索並找到了證明，這將在下面指出。… 但是讀者必須堅定他的思想，否則他也會覺得自己被欺騙了。(And although to many this will appear an extravagant thing, because even I held this opinion some time ago, since it appeared to me more sophistic than true, nevertheless I searched hard and found the demonstration, which will be noted below. ... But let the reader apply all his strength of mind, for [otherwise] even he will find himself deceived.)
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圖1.1-5： R. Bombelli 的《L’Algebra》：1579 年博洛尼亞版的捲首插畫\text{圖1.1-5： R. Bombelli 的《L’Algebra》：1579 年博洛尼亞版的捲首插畫}



Bombelli 的偉大見解就是將 −1\sqrt{-1}﻿ 視為一個數字，並按照一些特定的算術規則（與我們現在使用的規則相同）對其進行運算。 於是他發現



2+−1213=2+−1and2−−1213=2−−1\sqrt[3]{2+\sqrt{-121}} = 2 + \sqrt{-1} \ \ \ \text{and}\ \ \ \sqrt[3]{2-\sqrt{-121}}=2-\sqrt{-1}



將這些值代入 (8)(8)﻿ ，Bombelli 得到



x=2+−1+2−−1x=2+\sqrt{-1}+2-\sqrt{-1}



然後他證明了負數的平方根可以相互抵消。並得出結論， x=4x=4﻿ 實際上是從 Cardano 公式獲得的 x3=15x+4x^3=15x+4﻿ 的解，參見圖六。這個技巧僅在少數情況下有效，但是，它有助於理解虛數並求其立方根或進行操作當它們出現在實數旁邊時。


[image: ]



圖1.1-6 ： Bombelli 的原始手稿\text{圖1.1-6 ： Bombelli 的原始手稿}



當然，正如您在圖六中看到的那樣，Bombelli 不具備當今代數符號的能力（也不具備計算機程式能力），並且他的計算僅限於「實域」中的數字。 事實上，當時大多數意大利數學家傾向於將立方體或正方形視為幾何對象而不是代數量。 然而，他因證明三次方 x3=15x+4x^3=15x+4﻿ 的根的真實性而受到讚譽，因為他證明了實數可以由虛數產生的非凡事實。

Cardano 的公式迫使數學家面對負數的平方根。 這一歷史事件是另一個否定數學是由數學家「編造」的普遍觀點的例子。 通常情況下，是數學本身對我們說話。 從那時起，虛數失去了一些神秘的特徵，儘管它們直到 1800 年代才被完全接受為真正的數字。

讀者練習：驗證 2±−1213=2±−1\sqrt[3]{2 \pm \sqrt{-121}} = 2 \pm \sqrt{-1}﻿ 。

例題：計算 x3=15x+4x^3=15x+4﻿ 之根。


	[解]

假設 x=y+kyx=y+\frac{k}{y}﻿，代入上式可得



(y+ky)3=15(y+ky)+4⟹y3+3(y2)ky+3(y)k2y2+k3y3=15y+15ky+4令 k=5⟹y3+53y3=4⟹(y3)2−4(y3)+53=0\begin{align*}
&\left(y+\frac{k}{y}\right)^3 = 15 \left(y+\frac{k}{y}\right)+4 \\
\implies & y^3 + 3(y^2)\frac{k}{y}+3 (y) \frac{k^2}{y^2}+\frac{k^3}{y^3}
=15 y +\frac{15 k}{y}+4 \\
\text{令~} k=5 \implies &y^3+\frac{5^3}{y^3}=4\\
\implies & (y^3)^2 -4 (y^3)+5^3 = 0
\end{align*}



因此 y1,23=4±42−4⋅532=2±4−53=2±121i=2±11iy_{1,2}^3 = \frac{4\pm \sqrt{4^2-4\cdot 5^3}}{2}=2\pm \sqrt{4-5^3}=2\pm \sqrt{121}i = 2\pm 11 i﻿，亦即 y1,2=2±iy_{1,2}=2\pm i﻿。由方程式 (y3)2−4(y3)+53=0(y^3)^2 -4 (y^3)+5^3 = 0﻿ 可知 y13⋅y23=53y_1^3\cdot y_2^3 = 5^3﻿，亦即 y1⋅y2=5y_1 \cdot y_2 = 5﻿。所以 x=y1+ky1=y1+y2=2+i+2−i=4x=y_1+\frac{k}{y_1}=y_1+y_2 = 2+i + 2-i = 4﻿ 為 x3−15x−4=0x^3-15x-4=0﻿ 之一根。又由於



x3−15x−4=(x−4)(x2+4x+1)x^3-15x-4 = (x-4)(x^2+4x+1)



其餘二根為 x=−4±42−42=−2±4−1=2±3x=\frac{-4\pm \sqrt{4^2 - 4}}{2}=-2\pm \sqrt{4-1}=2\pm \sqrt{3}﻿。因此 x3=15x+4x^3=15x+4﻿ 之三個根分別為 22﻿、2±32\pm \sqrt{3}﻿。



注意：若三次退化方程式為 x3=px+qx^3=px+q﻿，則 x=y+p/3yx=y+\frac{p/3}{y}﻿，且上述的解法所得的yy﻿ 為 y1,2=q2±(q2)2−(p3)33y_{1,2}=\sqrt[3]{\frac{q}{2}\pm \sqrt{\left(\frac{q}{2}\right)^2-\left(\frac{p}{3}\right)^3}}﻿，可得公式(1.1-6)：



x=q2+(q2)2−(p3)33+q2−(q2)2−(p3)33.x=\sqrt[3]{\frac{q}{2}+\sqrt{\left(\frac{q}{2}\right)^2-\left(\frac{p}{3}\right)^3}}+\sqrt[3]{\frac{q}{2}- \sqrt{\left(\frac{q}{2}\right)^2-\left(\frac{p}{3}\right)^3}}.








複數的成熟

Cardano 和 Bombelli 之後的許多數學家對虛數（或複數）做出了重要貢獻。 例如，勒內·笛卡爾（René Descartes，1596-1650）在其 1637 年出版的《La Géométrie》一書中創造了「虛數 imaginary」一詞，如下：


真根和假根都不總是真實的； 但有時只是想像。(Neither the true nor the false [negative] roots are always real; but sometimes only imaginary.)


約翰·沃利斯 (John Wallis，1616-1703) 於1685年展示如何用圖形顯示實係數二次方程的複雜根(開平方根)之幾何義意。卡斯帕·韋塞爾 (Caspar Wessel，1745-1818) 和讓-羅伯特·阿甘 (Jean-Robert Argan，1768-1822) 提供了以向量表示複數作為複數的幾何表示法。
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圖1.1-7 ： 數學家 L. Euler\text{圖1.1-7 ： 數學家 L. Euler}



倫納德·歐拉（Leonard Euler，1707-1783）標準化了符號 i=−1i = \sqrt{-1}﻿ 並使用虛數來求解一元二次和三次方程，儘管他仍然對這些數字表示懷疑。 例如，在他的《Algebra》中，他提到：


由於所有可能想到的數字要麻大於或小於 0，要麻本身就是 0，所以顯然我們不能將負數的平方根排在可能的數字中，因此我們必須說這是一個不可能的數字數量。 通過這種方式，我們產生了數字的概念，從本質上講，數字是不可能的。 因此它們通常被稱為虛數，因為它們僅存在於想像中。(since all numbers which it is possible to conceive are either greater or less than 0, or are 0 itself, it is evident that we cannot rank the square root of a negative number amongst possible numbers, and we must therefore say that it is an impossible quantity. In this manner we are led to the idea of numbers, which from their nature are impossible; and therefore they are usually called imaginary quantities, because they exist merely in the imagination.)


為了避免有人將此視為譴責，他繼續說道：


儘管如此，這些數字還是浮現在腦海中。 它們存在於我們的想像中，我們對它們仍然有足夠的了解。沒有什麼可以阻止我們利用這些虛數，並在計算中使用它們。(notwithstanding this, these numbers present themselves to the mind; they exist in our imagination, and we still have a sufficient idea of them; [...] nothing prevents us from making use of these imaginary numbers, and employing them in calculation.)


後來卡爾·弗里德里希·高斯（Carl Friedrich Gauss，1777-1855）引入了術語「複數 complex number」，指的是 a+bia+b\ i﻿ 形式的數字。 在他漫長的職業生涯中，他還給出了代數基本定理的四個證明。 該定理告訴我們，任何 nn﻿ 次多項式都有 nn﻿ 個根，其中部分或全部可能是虛數。 高斯給出的第一個證明是在他 1799 年的博士論文中。最後一個（也許是最優雅的）不僅允許使用複數來表示變量，還允許使用複數來表示係數。 由於這必然取決於對複數的識別，Gauss 幫助鞏固了這些數字的地位。

複數的第一個嚴格定義是由威廉·羅文·漢密爾頓（William Rowan Hamilton，1805-1865）給出的。 1831年他向愛爾蘭科學院提出，複數 a+bia+b\ i﻿ 可以被視為一組數對 (a,b)(a,\ b)﻿ ，其中 a,ba,\ b﻿ 為實數。[2] 然後他定義了對的加法和乘法如下：



(a,b)+(c,d)=(a+c,b+d)(a,\ b)+(c,\ d)=(a+c,\ b+d)



以及



(a,b)×(c,d)=(ac−bd,bc+ad)(a,\ b) \times (c, d) = (ac - bd,\ bc+ad)



這實際上是複數的代數定義。 從教學和啟發的角度來看，最好通過幾何解釋引入複數。 但從邏輯的角度來看，數對理論更令人滿意，因為它從實數的一致性出發顯示了複數理論的一致性。




[image: ]



圖1.1-8 ： 數學家 W. R. Hamilton\text{圖1.1-8 ： 數學家 W. R. Hamilton}







[image: ]



圖1.1-9 ：數學家 A.-L. Cauchy\text{圖1.1-9 ：數學家 A.-L. Cauchy}







在做出貢獻的眾多數學家和科學家中，有三位對複分析的發展進程產生了決定性的影響。第一個是奧古斯丁-路易斯·柯西（Augustin-Louis Cauchy，1789-1857），他發展了複積分理論。 通過使用虛數，柯西能夠計算迄今為止無法計算的「實積分」，獲得了令人驚嘆的結果，例如



$$\int_0^\infty \frac{\sin x}{x}dx=\frac{\pi}{2}$$



和



∫0πlog⁡sin⁡xdx=−πlog⁡2\int_0^\pi\log\sin x\ dx = -\pi\log2



除了三次方程的解和代數基本定理之外，實積分的計算也證明了虛數的價值。




[image: ]



圖1.1-10：數學家 K. Weierstrass\text{圖1.1-10：數學家 K. Weierstrass}







[image: ]



圖1.1-11：數學家 B. Riemann\text{圖1.1-11：數學家 B. Riemann}







最後，另外兩位重要的數學家是卡爾·維爾斯特拉斯（Karl Weierstrass，1815-1897）和伯恩哈德·黎曼（Bernhard Riemann，1826-1866），他們大約在十九世紀中葉出現在數學舞台上。 Weierstrass 從收斂冪級數的起點發展了該理論，這種方法導致了更正式的代數發展。 Riemann 對複函數的研究貢獻了更加幾何的觀點。 他的思想不僅對複雜的分析產生了巨大的影響，而且對整個數學也產生了巨大的影響，儘管他的觀點只是逐漸確立起來的。



結論

前面對複數的描述並不是故事的結束。 十九世紀和二十世紀的各種發展使我們能夠更深入地了解複數不僅在數學中，而且在工程和物理學中的作用。 複數的歷史非常有趣，我強烈鼓勵讀者查閱此處引用的主要來源，這可以作為深入研究複數出現和發展的歷史細節的起點。

以下為由Welch Labs建立有關虛數的影片給同學參考。



[image: https://www.youtube.com/playlist?list=PLiaHhY2iBX9g6KIvZ_703G3KJXapKkNaF]







習題



	證明 2±−1213=2±−1\sqrt[3]{2 \pm \sqrt{-121}} = 2 \pm \sqrt{-1}﻿ 。




	[解] 

採用 ii﻿ 來表示 −1\sqrt{-1}﻿， 因此題意欲證 (2±i)3=2±11i(2\pm i)^3 = 2\pm 11 i﻿，直接展開：



(2±i)3=23±3(22)(i)+3(2)(i2)±i3=8±12i−6∓i=2±11i(2\pm i)^3= 2^3 \pm 3(2^2)(i)+3 (2) (i^2)\pm i^3
=8\pm 12i-6\mp i=2\pm 11 i



所求成立。





	利用 x=y+k/yx=y+k/y﻿ 變換，計算下列退化一元3次方程式的根：

	x3−30x−36=0.x^3-30x-36=0.﻿

	[解]

令 x=y+p/3y=y+10yx=y+\frac{p/3}{y}=y+\frac{10}{y}﻿， 上式變成



(y+10y)3−30(y+10y)−36=y3+30y+3001y+103y3−30(y+10y)−36=y3+103y3−36=0⟹(y3)2−36(y3)+103=0\begin{align*}
&\left(y+\frac{10}{y}\right)^3-30\left(y+\frac{10}{y}\right)-36 \\
&=y^3+30y+300\frac{1}{y}+\frac{10^3}{y^3} -30\left(y+\frac{10}{y}\right)-36 \\
& =y^3+\frac{10^3}{y^3}-36=0\\
\implies & (y^3)^2-36 (y^3)+10^3=0
\end{align*}



上述方程的解為 y1,23=36±362−4⋅1032=18±182−103=18±26i\displaystyle y_{1,2}^3
=\frac{36\pm\sqrt{36^2-4\cdot10^3}}{2}
=18\pm\sqrt{18^2-10^3}=18\pm 26i﻿，亦即 y1,2=3±iy_{1,2}=3\pm i﻿。代回x=y+10y回 x=y+\frac{10}{y}﻿ 可得 x=6x=6﻿。因此可以對 x3−30x−36x^3-30x-36﻿ 進行因式分解，則有



x3−30x−36=(x−6)(x2+6x+6)=0x^3-30x-36=(x-6)(x^2+6x+6)=0



因而 x=6,−3±3x=6,-3\pm\sqrt{3}﻿。








	x3−87x−130=0.x^3-87x-130=0.﻿

	[解]

令 x=y+87/3y=y+29yx=y+\frac{87/3}{y}=y+\frac{29}{y}﻿， 上式變成



(y+29y)3−87(y+29y)−130=y3+3(y2)29y+3(y)292y2+293y3−87(y+29y)−130=y3+293y3−130=0⟹(y3)2−130(y3)+293=0\begin{align*}
&\left(y+\frac{29}{y}\right)^3-87\left(y+\frac{29}{y}\right)-130 \\
&=y^3+3(y^2) \frac{29}{y}+3(y)\frac{29^2}{y^2}+\frac{29^3}{y^3} -87\left(y+\frac{29}{y}\right)-130 \\
& =y^3+\frac{29^3}{y^3}-130=0\\
\implies & (y^3)^2-130 (y^3)+29^3=0
\end{align*}



上述方程的解為 y1,23=130±1302−4⋅2932=65±652−293=65±142i\displaystyle y_{1,2}^3=\frac{130\pm\sqrt{130^2-4\cdot29^3}}{2}=65\pm\sqrt{65^2-29^3}=65\pm 142i﻿，亦即 y1,2=5±2iy_{1,2}=5\pm 2i﻿，代回得 x=10x=10﻿ 。再對 x3−87x−130x^3-87x-130﻿ 進行因式分解，則有



x3−87x─130=(x−10)(x2+10x+13)=0x^3-87x─130=(x-10)(x^2+10x+13)=0



因而 x=10,−5±23x=10,-5\pm 2\sqrt{3}﻿。











	請使用Cardano公式計算下列一元3次方程式的根：

	z3−6z2−3z+18=0.z^3-6z^2-3z+18=0.﻿

	[解]

設 z=x−−63=x+2z=x-\frac{-6}{3}=x+2﻿，則 x=z−2 x=z-2﻿。原式改寫成



z3−6z2−3z+18=(z−2)3−12z+8−3z+18=(z−2)3−15(z−2)−30+26=x3−15x−4=0⟹x3=15x+4\begin{align*}
z^3-6z^2-3z+18&=(z-2)^3-12z+8-3z+18\\
&=(z-2)^3-15(z-2)-30+26 \\
&=x^3-15x-4=0 \\
\implies & x^3=15x+4
\end{align*}



令 x=y+15/3y=y+5yx=y+\frac{15/3}{y}=y+\frac{5}{y}﻿， 上式變成



(y+5y)3=15(y+5y)+4⟹y3+15y+4(52)1y+53y3=15y+155y+3⟹y3+53y3−4=0⟹(y3)2−4(y3)+53=0\begin{align*}
&\left(y+\frac{5}{y}\right)^3=15\left(y+\frac{5}{y}\right)+4 \\
\implies &y^3+15y+4(5^2)\frac{1}{y}+\frac{5^3}{y^3}=15 y+15\frac{5}{y}+3 \\
\implies & y^3+\frac{5^3}{y^3}-4=0\\
\implies & (y^3)^2-4 (y^3)+5^3=0
\end{align*}



上述方程的解為 y1,23=4±42−4⋅532=2±11i\displaystyle y_{1,2}^3=\frac{4\pm\sqrt{4^2-4\cdot5^3}}{2}=2\pm11i﻿，亦即 y1,2=2±iy_{1,2}=2\pm i﻿。代回x=y+5y回 x=y+\frac{5}{y}﻿ 可得 x=4x=4﻿。因此可以對 x3−15x−4x^3-15x-4﻿ 進行因式分解，則有



x3−15x−4=(x−4)(x2+4x+1)=0x^3-15x-4=(x-4)(x^2+4x+1)=0



因而 x=4,−2±3x=4,-2\pm\sqrt{3}﻿，亦即z=6,±3z=6,\pm\sqrt{3}﻿。








	z3+3z2−24z+28=0.z^3+3z^2-24z+28=0.﻿

	[解]

設 z=x−33=x−1z=x-\frac{3}{3}=x-1﻿，原式改寫成



z3+3z2−24z+28=(x−1)3+3(x−1)2−24(x−1)+28=x3−3x2+3x−1+3x2−6x+3−24x+24+28=x3−27x+54=0⟹x3=27x−54\begin{align*}
z^3+3z^2-24z+28 &=(x-1)^3+3(x-1)^2-24(x-1)+28\\
&=x^3-3x^2+3x-1+3x^2-6x+3\\&\quad-24x+24+28 \\
&=x^3-27x+54=0\\
\implies & x^3=27x-54
\end{align*}



令 x=y+27/3y=y+9yx=y+\frac{27/3}{y}=y+\frac{9}{y}﻿， 上式變成



(y+9y)3=27(y+ky)−54⟹y3+27y+3(92)1y+93y3=27y+279y−54∴k=9⟹y3+93y3+54=0⟹(y3)2+54(y3)+93=0\begin{align*}
&\left(y+\frac{9}{y}\right)^3=27\left(y+\frac{k}{y}\right)-54 \\
\implies &y^3+27y+3(9^2)\frac{1}{y}+\frac{9^3}{y^3}=27 y+27\frac{9}{y}-54 \\
\therefore k=9\implies & y^3+\frac{9^3}{y^3}+54=0\\
\implies & (y^3)^2+54 (y^3)+9^3=0
\end{align*}



上述方程的解為 y1,23=−54±542−4⋅932=−27\displaystyle y_{1,2}^3=\frac{-54\pm\sqrt{54^2-4\cdot9^3}}{2}=-27﻿，亦即 y=−3y=-3﻿。代回 x=y+9yx=y+\frac{9}{y}﻿，可得 x=−6x=-6﻿。因此可以對 x3−27x+54x^3-27x+54﻿ 進行因式分解，則有



x3−27x+54=(x+6)(x2−6x+9)=(x+6)(x−3)2=0x^3-27x+54=(x+6)(x^2-6x+9)= (x+6)(x-3)^2=0



因而 x=−6,3,3x=-6,~3,~3﻿，亦即z=−7,2,2z=-7,~2,2﻿。
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1.2 複數的代數運算(The Algebra of Complex Numbers)



習題




我們首先將複數 (complex number) 視為由實數組成的有序對，其乘以任意實數的作法，與在歐氏平面 $\mathbb{R}^2$﻿ 相同，亦即



定義1.2-1.  設 zz﻿ 為複數 (z∈ℂz\in\mathbb{C}﻿)，即存在有 $x,y \in \mathbb{R}$﻿ 使得 z=(x,y)z=(x,y)﻿ ，且對任意 $\alpha \in\mathbb{R}$﻿ ，則有

αz=α(x,y)=(αx,αy).\alpha z = \alpha(x,y)=(\alpha x,\alpha y).﻿



和我們在高中使用的符號 z=x+iyz=x+i y﻿ 比對一下，則有 1=(1,0)1=(1,0)﻿、i=(0,1)i=(0,1)﻿ 以及 原點 z=0z=0﻿ 表為 0=(0,0)0=(0,0)﻿。

Geogebra 1: 複數乘以實數倍圖示



[image: https://www.geogebra.org/m/v23vnkep]



複數的四則運算定義如下：



定義1.2-2.  設 z1=(x1,y1),z2=(x2,y2)∈ℂz_1=(x_1,y_1),z_2=(x_2,y_2)\in \mathbb{C}﻿ ，則在複數上的四則代數運算定義如下：

$``="$﻿ (x1,y1)=(x2,y2)⇔x1=x2,y1=y2,(x_1,y_1)=(x_2,y_2)\iff x_1=x_2, y_1=y_2,﻿

$``+"$﻿ z1+z2=(x1,y1)+(x2,y2)=(x1+x2,y1+y2),z_1+z_2=(x_1,y_1)+(x_2,y_2)=(x_1+x_2,y_1+y_2),﻿

$``-"$﻿ z1−z2=(x1,y1)−(x2,y2)=(x1−x2,y1−y2)z_1-z_2=(x_1,y_1)-(x_2,y_2)=(x_1-x_2,y_1-y_2)﻿

z1+(−z2)=(x1,y1)+(−x2,−y2),z_1+(-z_2)=(x_1,y_1)+(-x_2,-y_2),﻿

$``\times"$﻿ z1×z2=(x1,y1)×(x2,y2)=(x1x2−y1y2,x1y2+y1x2),z_1\times z_2=(x_1,y_1)\times(x_2,y_2)=(x_1 x_2-y_1 y_2,x_1 y_2+y_1 x_2),﻿

$``\div"$﻿ z1÷z2=z1z2=(x1,y1)(x2,y2)=(x1x2+y1y2x22+y22,x1y2−y1x2x22+y22)\displaystyle z_1\div z_2=\frac{z_1}{z_2}=\frac{(x_1,y_1)}{(x_2,y_2)}=\left(\frac{x_1x_2+y_1y_2}{x_2^2+y_2^2},\frac{x_1y_2-y_1x_2}{x_2^2+y_2^2}\right)﻿ 其中 z2=(x2,y2)≠0z_2=(x_2, y_2)\neq 0﻿.



Geogebra 2: 複數的四則運算圖示



[image: https://www.geogebra.org/m/zzj2bakn]



從定義1.2-2可知下式成立：



1z=(xx2+y2,−yx2+y2).\frac{1}{z}=\left(\frac{x}{x^2+y^2},\frac{-y}{x^2+y^2}\right).\tag{1.2-1}



透過定義1.2-1與1.2-2，可以將複數集合視為



ℂ={(x,y)∈ℝ2|(x1,y1)+(x2,y2)=(x1+x2,y1+y2)(x1,y1)⋅(x2,y2)=(x1x2−y1y2,x1y2+y1x2)}\mathbb{C}=\left\{(x,y)\in\mathbb{R}^2\left|\begin{array}{l}
(x_1,y_1)+(x_2,y_2)=(x_1+x_2,y_1+y_2)\\
(x_1,y_1)\cdot(x_2,y_2)=(x_1 x_2-y_1 y_2,x_1y_2+y_1 x_2)\end{array}\right.\right\}



以下將說明此複數是體 (field)。



定理1.2-1.   $(\mathbb{C},+,\cdot)$﻿  是一個體，設$z_1,z_2,z_3,z \in \mathbb{C}$﻿，則

(P1) z1+z2=z2+z1z_1+z_2=z_2+z_1﻿ 加法交換率 (additive commutativity)

(P2) (z1+z2)+z3=z1+(z2+z3)(z_1+z_2)+z_3=z_1+(z_2+z_3)﻿ 加法結合率 (additive associativity)

(P3) z+(0,0)=z+0=zz+(0,0)=z+0=z﻿ 加法單位元素 (additive identity)

(P4) z+(−z)=0z+(-z)=0﻿ 加法反元素 (additive inverse)

(P5) z1z2=z2z1z_1z_2=z_2z_1﻿ 乘法交換率 (multiplicative commutativity)

(P6) (z1z2)z3=z1(z2z3)(z_1z_2)z_3=z_1(z_2z_3)﻿ 乘法結合率 (multiplicative associativity)

(P7) z⋅(1,0)=z⋅1=zz\cdot(1,0)=z\cdot1=z﻿ 乘法單位元素 (multiplicative identity)

(P8) z⋅1z=1\displaystyle z\cdot\frac{1}{z}=1﻿ 乘法反元素 (multiplicative inverse)

(P9) z1⋅(z2+z3)=z1⋅z2+z1⋅z3z_1\cdot(z_2+z_3)=z_1 \cdot z_2+z_1\cdot z_3﻿ 乘法對加法之分配率 (distributive law)




	[證明] 

以規則(P5)為例證明如下：

z1⋅z2=(x1,y1)(x2,y2)=(x1x2−y1y2,x1y2+x2y1)z_1\cdot z_2=(x_1,y_1)(x_2,y_2)=(x_1x_2-y_1y_2,x_1y_2+x_2y_1)﻿ 由上述乘法定理得知

z2⋅z1=(x2,y2)(x1,y1)=(x2x1−y2y1,x2y1+x1y2)z_2\cdot z_1=(x_2,y_2)(x_1,y_1)=(x_2x_1-y_2y_1,x_2y_1+x_1y_2)﻿ 由上述乘法定理得知

因此 z1z2=z2z1z_1z_2=z_2z_1﻿成立。其餘規則自行練習 $\hspace*{6.25cm}\blacksquare$﻿






定義1.2-3. Re(z)=Re(x+iy)=x=z\text{Re}(z)=\text{Re}(x+iy)=x=z﻿ 的實部 =Re(z)=\text{Re}(z)﻿

Im(z)=Im(x+iy)=y=z\text{Im}(z)=\text{Im}(x+iy)=y=z﻿ 的虛部 =Im(z)=\text{Im}(z)﻿

定義1.2-4. zz﻿ 的共軛複數 (complex conjugate) z¯\overline z﻿ 為 z−iy=(x,−y)z-iy=(x,-y)﻿

定義1.2-5. z=x+iyz=x+i y﻿ 的長度 (magnitude)或稱為模 (modulus) |z||z|﻿ 定義為 |z|=x2+y2.|z|=\sqrt{x^2+y^2}.﻿





引理1.3-1.  設 $z,z_1,z_2\in\cnums$﻿，則


	z¯=z\overline z=z﻿




	z1+z2¯=z1¯+z2¯\overline{z_1+z_2}=\overline{z_1}+\overline{z_2}﻿ (共軛對加法之分配律)




	z1z2¯=z1¯ z2¯\overline{z_1z_2}=\overline{z_1}\text{ }\overline{z_2}﻿




	z1/z2¯=z1¯/z2¯\overline{z_1/z_2}=\overline{z_1}/\overline{z_2}﻿






	[證明]

第2點證明如下，其餘自行練習。設 z1=(x1,y1)z_1=(x_1,y_1)﻿ 以及 z2=(x2,y2)z_2=(x_2,y_2)﻿，則



z1+z2¯=(x1+x2,y1+y2)¯(加法定理)=(x1+x2,y1+y2)¯(共軛)=(x1,−y1)+(x2,−y2)(加法定理)=z1¯+z2¯\begin{align*}
\overline{z_1+z_2}
&=\overline{(x_1+x_2,y_1+y_2)} &&\text{(加法定理)} \\
&=\overline{(x_1+x_2,y_1+y_2)} &&\text{(共軛)}\\
&=(x_1,-y_1)+(x_2,-y_2) &&\text{(加法定理)}\\
&=\overline{z_1}+\overline{z_2}
\end{align*}



◼\hspace{9cm}\blacksquare﻿






性質 : 設 z=(x,y)z=(x,y)﻿， z1=(x1,y1)z_1=(x_1,y_1)﻿ 以及 z2=(x2,y2)z_2=(x_2,y_2)﻿，則有


	−z=(−x,−y)-z=(-x,-y)﻿




	z⋅z¯=|z|2z \cdot \overline z=|z|^2﻿




	z−1=z¯|z|2\displaystyle z^{-1}=\frac{\overline z}{\left| z\right|^2}﻿




	z1z2=z1⋅z2−1=z1⋅z2¯|z2|2\displaystyle\frac{z_1}{z_2}=z_1\cdot z_2{}^{-1}=z_1\cdot\frac{\overline {z_2}}{\left|z_2\right|^2}﻿




	Re(z)=z+z¯2,Im(z)=z−z¯2i\displaystyle\mathrm{Re}(z)=\frac{z+\overline z}{2},\quad\mathrm{Im}(z)=\frac{z-\overline z}{2i}﻿




	Re(z1+z2)=Re(z1)+Re(z2)\mathrm{Re}(z_1+z_2)=\mathrm{Re}(z_1)+\mathrm{Re}(z_2)﻿ (Re\mathrm{Re}﻿ 對加法之分配律)



Im(z1+z2)=Im(z1)+Im(z2)\mathrm{Im}(z_1+z_2)=\mathrm{Im}(z_1)+\mathrm{Im}(z_2)﻿ (Im\mathrm{Im}﻿ 對加法之分配律)




	Re(iz)=−Im(z),Im(iz)=Re(z)\mathrm{Re}(iz)=-\mathrm{Im}(z),\quad\mathrm{Im}(iz)=\mathrm{Re}(z)﻿






	[證明] 

以性質7為例證明如下：



Re(z1+z2)=z1+z2+z1+z2¯2(性質6)=z1+z2+z1¯+z2¯2(共軛對加法之分配律)=z1+z1¯2+z2+z2¯2=Re(z1)+Re(z2)(性質3)\begin{align*}\mathrm{Re}(z_1+z_2)&=\frac{z_1+z_2+\overline{z_1+z_2}}{2}&&(\text{性質}6)\\
&=\frac{z_1+z_2+\overline{z_1}+\overline{z_2}}{2} &&(\text{共軛對加法之分配律})\\
&=\frac{z_1+\overline{z_1}}{2}+\frac{z_2+\overline{z_2}}{2}\\
&=\mathrm{Re}(z_1)+\mathrm{Re}(z_2)&&(\text{性質}3)\\
\end{align*}



同理可得 Im(z1+z2)=Im(z1)+Im(z2)\mathrm{Im}(z_1+z_2)=\mathrm{Im}(z_1)+\text{Im}(z_2)﻿，因此性質成立。其餘性質自行練習 $\blacksquare$﻿




注意：5⋅2=5⋅2=10\sqrt{5}\cdot\sqrt{2}=\sqrt{5\cdot 2}=\sqrt{10}﻿ 成立，但是 −5⋅−2≠(−5)⋅(−2)\sqrt{-5}\cdot\sqrt{-2}\neq\sqrt{(-5)\cdot (-2)}﻿ 而是 −5⋅−2=5i⋅2i=10i2=−10\sqrt{-5}\cdot\sqrt{-2}=\sqrt{5}i \cdot\sqrt{2}i =\sqrt{10} i^2=-\sqrt{10}﻿。

從上述討論，將複數系加入原來的數系，可以形成完整的數系，圖示如下：


[image: ]

圖1.2-1: 完整的數系 1️⃣





1️⃣



Stephen Welch, Imaginary Numbers Are Real-WORKBOOK, 2016. (Figure 39)








習題



	證明式(1.2-1)成立




	Find f(1+i)f(1+i)﻿ for the following functions:

(c) f(z)=f(x+iy)=x+y+i(x3y−y2)f(z)=f(x+iy)=x+y+i(x^3y-y^2)﻿





	Let f(z)=z21−5z7+9z4f(z)=z^{21}-5z^7+9z^4﻿. Use polar coordinates to find

(b) f(1+i3)f(1+i\sqrt{3})﻿





	Express the following functions in the form u(x,y)+iv(x,y)u(x,y)+iv(x,y)﻿.

(b) f(z)=z¯2+(2−3i)zf(z)=\overline{z}^2+(2-3i)z﻿.





	Express the following functions in the polar coordinate form u(r,θ)+iv(r,θ)u(r,\theta)+iv(r,\theta)﻿.

(a) f(z)=z5+z¯5f(z)=z^5+\overline{z}^5﻿.




6. For z≠0z \neq 0﻿, let $f(z)=f(x+iy)=\frac{1}{2}\ln{(x^2+y^2)}+i\space \text{arctan}\space \frac{y}{x}$﻿. Find


(c) f(1+i3)f(1+i\sqrt{3})﻿




	For z≠0z\neq0﻿, let f(z)=ln⁡r+iθf(z)=\ln{r}+i\theta﻿, where r=|z|r=|z|﻿, and $\theta=\text{Arg}\space z$﻿. Find

(a) f(1)f(1)﻿

(b) f(−2)f(-2)﻿

(c) f(1+i)f(1+i)﻿

(d) f(3+4i)f(3+4i)﻿

(e) Is ff﻿ a one-to-one function? Why or why not?





	Suppose that ff﻿ maps AA﻿ into BB﻿, gg﻿ maps BB﻿ into AA﻿, and that Equation “g(f(z))=zg(f(z))=z﻿, $\forall \space z \in A$﻿ and f(g(w))=wf(g(w))=w﻿, $\forall \space w\in B$﻿” hold.

(a) Show that ff﻿ is one-to-one.

(b) Show that ff﻿ maps AA﻿ onto BB﻿.




10. Let w=f(z)=(3+4i)z−2+iw=f(z)=(3+4i)z-2+i﻿.


(a) Find the image of the disk |z−1|<1|z-1|<1﻿.

(b) Find the image of the line x=tx=t﻿, y=1−2ty=1-2t﻿ for −∞<t<∞-\infty<t<\infty﻿.

(c) Find the image of the half-plane Im(z)>1\text{Im}(z)>1﻿.

(d) For parts (a) and (b), and (c), sketch the mapping. Identify three points of your choice and their corresponding images.




	Find the linear transformations w=f(z)w=f(z)﻿ that satisfy the following conditions.

(a) The points z1=2z_1=2﻿ and z2=−3iz_2=-3i﻿ map onto w1=1+iw_1=1+i﻿ and w2=1w_2=1﻿.

(b) The circle |z|=1|z|=1﻿ maps onto the circle |w−3+2i|=5|w-3+2i|=5﻿, andf(−i)=3+3i f(-i)=3+3i﻿.

(c) The triangle with vertices −4+2i-4+2i﻿, −4+7i-4+7i﻿, and 1+2i1+2i﻿ maps onto the triangle with vertices 11﻿, 00﻿, and 1+i1+i﻿, respectively.








1.3 複數的幾何表示 (Geometric Representation of Complex Numbers)




複數的極座標



絕對值與共軛複數的性質



習題



複數的極座標

型如z=a+biz =a + bi﻿z=a+biz =a + bi ﻿aa﻿、bb﻿為實數，稱之為複數，其中i2=−1i^2=-1﻿；aa﻿ 與 bb﻿ 分別稱為 zz﻿ 之實部 (real part) 與虛部 (image part) ，也記作 Re zz﻿ 和 Im zz﻿ 所有的複數所成之集合—複數系，以 $\Complex$﻿ 表之。

任意的複數，均可以用平面上的有序對來表示，即在平面上，我們採用座標點 (a,b)(a,b)﻿ 表示複數 z=a+biz=a+bi﻿；即實部與 xx﻿ 軸上的點對應，因此 xx﻿ 軸稱為實軸 (real axis) ；而虛部與 yy﻿ 軸上的點對應，yy﻿ 軸稱為虛軸 (image axis) 。此一由實軸與虛軸所展開之平面稱為複數平面 (complex plane) 或稱高斯平面 (Gauss plane)



(a,b)↔a+bi(a,b) \longleftrightarrow a+bi 



直角座標上之任一點與複數平面上之點有一個1−11-1﻿對應關係，複數平面上之虛軸也經常以 iyiy﻿ 表示， 複數平面可圖示如下：


[image: ]

圖1.3-1: 複數平面 (Wessel-Argand plane)

Geogebra 1: 複數 zz﻿ 之極座標、長度與角度



[image: https://www.geogebra.org/m/mm9bshum]



z=a+biz=a+bi﻿ 可視為從 0 0﻿ 到 zz﻿ 之向量 oz→\overrightarrow {oz}﻿ ；oz→\overrightarrow {oz}﻿ 之長度即 zz﻿ 為之長度，記作 |z| \left| z \right| ﻿，顯然



|z|=r=a2+b2\begin{equation} \left|z\right|=r=\sqrt{a^2+b^2}
\tag{1.3-1}
\end{equation}



假如 zz﻿ 不是原點 (z≠0z\ne0﻿)，則 oz→\overrightarrow {oz}﻿ 與 xx﻿ 軸正方向之夾角 θ\theta﻿ 為 zz﻿ 之幅角 (argument or phase) 記作 arg zz﻿，其方向規定反時針方向為正，逆時針方向為負，很顯然一個複數有無限多個幅角；若 θ\theta ﻿ 為 zz﻿之一個幅角，則



$$\theta+2n\pi, n\in \mathbb{Z}$$



即為複數全部幅角，故



$$\begin{equation}
\arg z=\{\theta+2n\pi, n\in\mathbb{Z}\}. \tag{1.3-2}
\end{equation}$$



在複數的幅角之中，有一個幅角 θ0\theta_0﻿ 在 (−π,π](-\pi, \pi]﻿ 之間，此稱為zz﻿之主幅角或幅角之主值(principle value of the argument)，記作 Argz\text{Arg}~z﻿



Argz=θ∈(−π,π],θ∈argz\begin{equation}
\text{Arg}~z=\theta \in (-\pi,\pi], \quad \theta\in\text{arg}~z
\tag{1.3-3}
\end{equation}



其實在每隔 2π2\pi﻿ 的區間均只有一個幅角，所以有時為了方便起見亦可以 (τ,2π+τ](\tau, 2\pi+\tau]﻿ 取 τ\tau﻿ 之主幅角，這時記作 arg⁡τz\arg_\tau z﻿



arg⁡τz=θ∈(τ,2π+τ],θ∈argz\begin{equation}
\arg_\tau z=\theta\in(\tau,2\pi+\tau], \quad \theta\in\text{arg}~z\tag{1.3-4}
\end{equation}



一般而言，選擇 τ∈[−π,π]\tau\in [-\pi,\pi]﻿ 。不論 arg⁡z\arg z﻿ 之 2π−2\pi-﻿區間 如何選擇，均滿足



\begin{aligned}
\arg z&=\{\arg_\tau z +2n\pi, n\in\mathbb{Z}\} \\ &=\bigcup_{\tau\in [-\pi,\pi]}\{\arg_\tau z\} \tag{1.3-5}
\end{aligned}



因此 Argz=arg⁡−πz\text{Arg}~z=\arg_{-\pi} z﻿。

Geogebra 2: 幅角 Argz\text{Arg}~z﻿ 與 arg⁡z~\arg z﻿ 之關係



[image: https://www.geogebra.org/m/huyjedfn]



例題1.3-1. 已知z=1+iz=1+i﻿，計算 arg⁡z\arg~z﻿ 與 Argz\text {Arg}~  z﻿。


	[解]

由於 |z|=2|z|=\sqrt{2}﻿ ，可知 z=2(12+12i)=2(cosπ4+isinπ4)z = \sqrt{2} \left(\frac{1}{\sqrt{2}}+\frac{1}{\sqrt{2}} i\right)=\sqrt{2} \left(\cos\frac{\pi}{4}+i \sin\frac{\pi}{4} \right)﻿。因此



$$\begin{align*}
\text{Arg}~z &=\frac{\pi}{4} \\
\arg~z &=\left\{\frac{\pi}{4}+2 n \pi: n\in\Z\right\} \\
&=\left\{\ldots,-\frac{7\pi}{4},\frac{\pi}{4},\frac{9\pi}{4},\ldots\right\}
\end{align*}$$



可知#arg⁡(1+i)=+∞ \#\arg(1+i) = +\infty﻿ ，即集合 arg⁡z\arg~z﻿ 的個數為可數的無限多。



[image: https://www.geogebra.org/m/dep7epcx]






例題1.3-2. 設 $y\in\mathbb{R}$﻿，


	 Arg(yi)={π2,y>0,−π2,y<0.\text {Arg} (yi) = \begin{cases}
\frac{\pi}{2}, & y>0, \\
-\frac{\pi}{2},& y<0.
\end{cases}﻿




	Argi=π2,\text{Arg}~ i =\frac{\pi}{2},﻿




	Arg1=0.\text{Arg}~1=0.﻿



注意：z=0z=0﻿  的幅角即 Arg(0)\text{Arg}(0)﻿ 是不定義的，即在複數平面上除原點外之複數均可定義其幅角。

例題1.3-3. 求arg⁡(1+3i)\arg(1+\sqrt3i)﻿、Argz(1+3i)\text {Arg}~  z(1+\sqrt3i)﻿以及arg⁡3π4(1+3i)\arg_\frac{3\pi}{4} (1+\sqrt3i)﻿。


	[解]

\begin{aligned}
1+\sqrt3i&=2(\frac{1}{2}+\frac{1}{\sqrt3}i)=2(\cos \frac{\pi}{3}+i \sin \frac{\pi}{3})\\
\arg (1+\sqrt3i) &=\begin{Bmatrix} \frac{\pi}{3}+2n\pi |n \in \mathbb{Z} \end{Bmatrix} \\ &= \begin{Bmatrix} \ldots, -\frac {\pi}{3} ,-\frac {5\pi}{3}, \frac {\pi}{3}, \frac {7\pi}{3}, \frac {13\pi}{3} , \ldots \end{Bmatrix}
\end{aligned}﻿

Arg(1+3i)=π3,arg⁡3π4(1+3i)=7π3.\text{Arg}~ (1+\sqrt3i) = \frac{\pi}{3}, \arg_\frac{3\pi}{4} (1+\sqrt3i)= \frac{7\pi}{3}.﻿ 圖示如下


[image: ]



圖1.3-2： arg幅角集合關係\text{圖1.3-2： arg幅角集合關係}






由圖1.3-1複數 z=a+biz=a+bi﻿ 可以由 zz﻿ 的長度及幅角來表示，



z=a+bi=r(cos⁡θ+isin⁡θ)\begin{equation}
z=a+bi=r(\cos\theta+i\sin\theta) \tag{1.3-6}
\end{equation}



其中 |z|=r\left| z \right| =r﻿ ，θ∈arg⁡z\theta \in \arg z﻿ ，(1.3-6)式式稱為複數 zz﻿ 的極式 (polar form) ，由泰勒展開式知



cos⁡θ=1−12!θ2+14!θ4−…\cos\theta =1-\frac{1}{2!} \theta^2+\frac{1}{4!}\theta^4-\ldots 





sin⁡θ=1−13!θ3+15!θ5−…\sin\theta=1-\frac{1}{3!}\theta^3+\frac{1}{5!}\theta^5-\ldots 



代入(1.3-6)式得



z=r(1+iθ+12!(iθ)2+13!(iθ)3+14!(iθ)4+15!(iθ)5+…)\begin{equation*} z=r\left(1+i\theta+\frac {1}{2!} (i\theta)^2 +\frac {1}{3!} (i\theta)^3 +\frac {1}{4!} (i\theta)^4 +\frac {1}{5!} (i\theta)^5 + \ldots\right) \end{equation*}



如果我們引進一個新的定義：



定義1.3-1. 若 $\theta \in \mathbb{R}$﻿，則 eiθe^{i\theta}﻿ 為一複數且定義如下



eiθ=∑n=0∞(iθ)nn!e^{i\theta} = \sum_{n=0}^{\infty} \frac{(i\theta)^n}{n!} \tag{1.3-7}





複數的指數函數在第五章才會定義，此處直接從實函數 exe^x﻿ 的泰勒 (Taylor) 級數來定義。由此定義則有



eiθ=1+iθ+(iθ)22!+(iθ)33!+(iθ)44!+(iθ)55!+(iθ)66!+(iθ)77!+⋯=1+iθ−θ22!−iθ33!+θ44!+iθ55!−θ66!−iθ77!++−−⋯=(1−θ22!+θ44!−θ66!+−⋯)+i(θ−θ33!+θ55!−iθ77!+−⋯)=cos⁡θ+isin⁡θ\begin{align*}
e^{i\theta} &= 1+i\theta+\frac{(i\theta)^2}{2!}+\frac{(i\theta)^3}{3!} +\frac{(i\theta)^4}{4!} +\frac{(i\theta)^5}{5!} +\frac{(i\theta)^6}{6!} +\frac{(i\theta)^7}{7!} + \cdots \\
&= 1+i\theta-\frac{\theta^2}{2!}-i\frac{\theta^3}{3!} +\frac{\theta^4}{4!} +i\frac{\theta^5}{5!} -\frac{\theta^6}{6!} -i\frac{\theta^7}{7!} ++--\cdots \\
&=\left(1-\frac{\theta^2}{2!} +\frac{\theta^4}{4!} -\frac{\theta^6}{6!}+-\cdots\right)+i\left(\theta-\frac{\theta^3}{3!}+\frac{\theta^5}{5!}-i\frac{\theta^7}{7!}+-\cdots\right) \\
&=\cos\theta +i\sin\theta
\end{align*}



亦即下式稱為 Euler 公式 (Euler Formulas) 成立：



$$\begin{equation}
\fcolorbox{blue}{FFFF37}{
$e^{i\theta} = \cos\theta +i\sin\theta$
}
\tag{1.3-8}
\end{equation}$$



當 θ=π\theta=\pi﻿ 時， 式(1.3-8)變成所有數學定理中最有名的 Euler 恆等式( Euler identity)：



$$\colorbox{FFFF37}{\color{blue}
$e^{i\pi}+1=0$
}  $$



此式之所以出名是因式子內包含有兩個無理數 ee﻿ 與 π\pi﻿ ，同時將虛數 ii﻿ 以及三角函數在內。

根據這一個定義複數 zz﻿ 的極式(1.3-6)可表成更簡單的形式



z=r(cos⁡θ+isin⁡θ)=reiθ=|z|eiθ\begin{equation}
\begin{aligned}
z&=r(\cos\theta+i\sin\theta)\\ &=re^{i\theta} =\left|z\right| e^{i\theta}
\end{aligned} \tag{1.3-9} \end{equation}



式(1.3-9) 稱為複數 zz﻿ 的 Euler 式或極表示法 (polar form)。由定義1.3-1我們得到下列幾個等式



cos⁡θ=Reeiθ=eiθ+e−iθ2,sin⁡θ=Imeiθ=eiθ−e−iθ2i\begin{equation}
\cos\theta=\text{Re}~e^{i\theta}=\frac{e^{i\theta}+e^{-i\theta}}{2},\quad
\sin\theta=\text{Im}~e^{i\theta}=\frac{e^{i\theta}-e^{-i\theta}}{2i}
\tag{1.3-10a} 
\end{equation}





|eiθ|=1\begin{equation}
|e^{i\theta}|=1\tag{1.3-10b} 
\end{equation}





eiθ1⋅eiθ2=ei(θ1+θ2)\begin{equation}
e^{i\theta_1} \cdot e^{i\theta_2}= e^{i(\theta_1+\theta2)}\tag{1.3-11} \end{equation}





eiθ1eiθ2=ei(θ1−θ2)\begin{equation}  \frac{e^{i\theta_1}}{e^{i\theta_2}}= e^{i(\theta_1-\theta2)}\tag{1.3-12} 
\end{equation}



式(1.3−11)(1.3-11)﻿表示乘積的幅角等於幅角和，式(1.3−12)(1.3-12)﻿表示相除的幅角等於幅角差，即下面定理成立：



定理1.3-1. 若 $z_1\neq0, z_2\neq0 \in \mathbb{C}$﻿，則



arg⁡(z1z2)=arg⁡(z1)+arg⁡(z2)arg⁡(z1z2)=arg⁡(z1)−arg⁡(z2)\begin{align}
\arg(z_1z_2)=\arg(z_1)+\arg(z_2) \tag{1.3-13a} \\
\arg\left(\frac{z_1}{z_2}\right)=\arg(z_1)-\arg(z_2) \tag{1.3-13b} 
\end{align}






	[證明]

式(1.3-13b)的證明自行練習。(1.3-13a)式證明分成兩部分：

(⊆\subseteq﻿) 設 z1=r1eiθ1,z2=r2eiθ2z_1=r_1 e^{i\theta_1}, z_2=r_2 e^{i\theta_2}﻿，其中 r1≠0,r2≠0r_1\neq0, r_2\neq0﻿。明顯 z1z2=r1r2ei(θ1+θ2)z_1 z_2 = r_1 r_2 e^{i(\theta_1 +\theta_2)}﻿，且 θ1+θ2∈arg⁡(z1z2)\theta_1+\theta_2\in\arg(z_1 z_2)﻿。

若

θ∈arg⁡(z1z2)\theta\in\arg(z_1 z_2)﻿，存在整數 nn﻿ 使得 θ=θ1+θ2+2nπ\theta=\theta_1 +\theta_2+2 n\pi﻿，其中 θ1∈arg⁡(z1)\theta_1\in\arg(z_1)﻿ 以及 θ2+2nπ∈arg⁡(z2)\theta_2+2 n\pi \in\arg(z_2)﻿，因此 θ1+(θ2+2nπ)∈arg⁡(z1)+arg⁡(z2)\theta_1 + (\theta_2+2 n\pi)\in\arg(z_1)+\arg(z_2)﻿，得 θ∈arg⁡(z1)+arg⁡(z2)\theta\in\arg(z_1) + \arg(z_2)﻿。

(⊇\supseteq﻿) 設 θ∈arg⁡(z1)+arg⁡(z2) \theta\in\arg(z_1)+ \arg(z_2)﻿， 則存在 θ1∈arg⁡(z1)\theta_1\in\arg(z_1)﻿, θ2∈arg⁡(z2)\theta_2\in\arg(z_2)﻿ 使得 θ=θ1+θ2\theta=\theta_1 +\theta_2﻿。因此 z1=|z1|eiθ1,z2=|z2|eiθ2z_1=|z_1| e^{i\theta_1}, z_2=|z_2| e^{i\theta_2}﻿，可得 z1z2=|z1||z2|ei(θ1+θ2)z_1~z_2=|z_1|~|z_2| e^{i(\theta_1+\theta_2)}﻿，即 θ1+θ2∈arg⁡(z1z2)\theta_1 +\theta_2\in\arg(z_1 z_2)﻿，得 θ∈arg⁡(z1z2) \theta\in\arg(z_1 z_2)﻿ 。$\hspace*{12.5cm}\blacksquare$﻿




例題1.3-4.  求 (5−i)4(1+i)(5-i)^4(1+i)﻿，並證明 π4=4tan⁡−115−tan⁡−11239\frac {\pi}{4} = 4\tan{}^{-1} \frac{1}{5}-\tan{}^{-1} \frac{1}{239}﻿。


	[解]

直接計算可知



⁍⁍



以下證明等式成立。由於



⁍⁍



因此 tan⁡θ=−15\tan\theta=\frac{-1}{5}﻿，θ=tan⁡−1−15=−tan⁡−115\theta= \tan^{-1} \frac{-1}{5} =-\tan^{-1} \frac{1}{5}﻿，可知



⁍           ⁍



同理可得



⁍，⁍，           ⁍ ，⁍，



其中 m,n∈ℤm,n\in\mathbb{Z}﻿ 。故由式(13)(13)﻿當取在 (−π,π](-\pi, \pi]﻿ 之間，則有



−4tan⁡−115+π4=−tan⁡−11239-4\tan{}^{-1} \frac{1}{5}+ \frac{\pi}{4}= -\tan{}^{-1} \frac{1}{239}



得證所求等式。




例題1.3-5. i−4321 i^{-4321}﻿ 之值為多少，可以先計算 i4320=i4⋅1080=(i4)1080=11080=1i^{4320}=i^{4\cdot 1080}= (i^4)^{1080} =1^{1080}=1﻿，因此

i−4321=1i4321=1i⋅i4320=1i=i4i=i3=−i i^{-4321}=\frac{1}{i^{4321}}=\frac{1}{i\cdot i^{4320}} = \frac{1}{i}=\frac{i^4}{i}=i^3=-i﻿ 。

例題1.3-6. 求 1+i3−i\frac{1+i}{\sqrt{3}-i}﻿ 的極座標表示式。


	[解]

由於 1+i=2eiπ41+i=\sqrt{2} e^{i\frac{\pi}{4}} ﻿ 以及 3−i=2e−iπ6\sqrt{3}-i=2e^{-i\frac{\pi}{6}}﻿ ，因此 1+i3−i=12ei(π4+π6)=12ei5π12\frac{1+i}{\sqrt{3}-i} =\frac{1}{2} e^{i(\frac{\pi}{4}+\frac{\pi}{6})} = \frac{1}{2} e^{i\frac{5\pi}{12}}﻿ 。




Geogebra 3: 極座標下的複數乘法運算



[image: https://www.geogebra.org/m/fq6f9nby]



Geogebra 4: 複數的極座標下的除法運算



[image: https://www.geogebra.org/m/aaxguhhv]





絕對值與共軛複數的性質

複數 a−bia-bi﻿ 稱為複數 z=a+biz=a+bi﻿ 的共軛複數，記作 z¯\overline z﻿ ，顯然 zz﻿ 和 z¯\overline z﻿ 對於實數軸對稱，即 z¯\overline z﻿ 為 z z﻿ 對於實數軸的鏡射(reflection)，顯然



arg⁡z¯=−arg⁡z\begin{equation}
\arg\overline z=-\arg z \tag{1.3-14} \end{equation}





|z|2=z⋅z¯\begin{equation}
\left|z\right|^2=z\cdot\overline z \tag{1.3-15}
\end{equation}





|z¯|=|z|\begin{equation}
\left|\overline z\right|=\left|z \right| \tag{1.3-16} 
\end{equation}



在複數平面上，三角不等式亦成立，我們有下列之結果：



定理1.3-2. (三角不等式)  若 $z_1,z_2 \in \Complex$﻿，則



|z1+z2|≤|z1|+|z2|\begin{equation} \left|z_1+z_2\right|\le\left|z_1\right|+\left|z_2\right| \tag{1.3-17} 
\end{equation}



等號成立之充要條件為



arg⁡z1=arg⁡z2\begin{equation} \arg z_1=\arg z_2  \tag{1.3-18} 
\end{equation}






	[證明]

由式(1.3-15)



|z1−z2|=(z1+z2)(z1¯+z2¯)=z1z‾1+z1z‾2+z2z‾1+z2z‾2=|z1|2+2Re(z1z2¯)+|z2|2\begin{aligned}
\left|z_1-z_2\right|&=(z_1+z_2)(\overline{z_1}+\overline{z_2})
=z_1 \bar{z}_1+z_1 \bar{z}_2+z_2 \bar{z}_1 +z_2 \bar{z}_2 \\ &=\left|z_1\right|^2+2\text{Re}(z_1 \overline{z_2})+\left|z_2\right|^2
\end{aligned}



其中 Re(z1z2¯)≤|Re(z1z2¯)|≤|z1z2¯|=|z1||z‾2|=|z1||z2|\text{Re}(z_1 \overline{z_2}) \le \left|\text{Re}(z_1 \overline{z_2})\right| \le \left|z_1 \overline{z_2}\right|=|z_1||\bar{z}_2|=\left|z_1\right|\left|z_2\right|﻿，故



|z1+z2|2≤|z1|2+2|z1||z2|+|z2|2=(|z1|+|z2|)2\left|z_1+z_2\right|^2 
\le\left|z_1\right|^2+2|z_1|~ |z_2|+\left|z_2\right|^2
= (\left|z_1\right|+\left|z_2\right|)^2



得



|z1+z2|≤|z1|+|z2|\left|z_1+z_2\right| \le \left|z_1\right|+\left|z_2\right|



上述等號成立的條件為 Re(z1z2¯)=|z1z2¯|\text{Re}(z_1 \overline{z_2})=\left|z_1 \overline{z_2}\right|﻿，即 z1z2¯≥0z_1 \overline{z_2}\ge0﻿ ，但 z1z2¯=z1|z2|2z2\displaystyle z_1 \overline{z_2}=z_1\frac{\left|z_2\right|^2}{z_2}﻿，其充要條件為z1z2≥0\displaystyle\frac{z_1}{z_2}\ge0﻿，arg⁡z1z2=0\displaystyle\arg\frac{z_1}{z_2}=0﻿ 即 arg⁡z1=arg⁡z2\arg z_1=\arg z_2﻿，因此 z1z_1﻿ 與 z2z_2﻿ 有相同的幅角。◼\hspace{10.5cm}\blacksquare﻿




又由 |z1|=|z1−z2+z2|\left|z_1\right|=\left|z_1-z_2+z_2\right|﻿ 與三角不等式可得



|z1|=|(z1−z2)+z2|≤|z1−z2|+|z2||z_1|=|(z_1-z_2)+z_2|\le |z_1-z_2|+|z_2|



或



|z1|−|z2|≤|z1−z2||z_1|-|z_2|\le\left|z_1-z_2\right|



同理可得 |z2|−|z1|≤|z1−z2|\left|z_2\right|-\left|z_1\right| \le \left|z_1-z_2\right|﻿，所以下面不等式成立：



||z1|−|z2||≤|z1−z2|.\left|\left|z_1\right|-\left|z_2\right|\right| \le \left|z_1-z_2\right|.





性質： |z||z|﻿ 之性質如下：


	|z|=0⇔z=0=(0,0)|z|=0 \iff z=0=(0,0)﻿，




	|z1⋅z2|=|z1|⋅|z2||z_1 \cdot z_2|=|z_1| \cdot |z_2|﻿，




	|z1z2|=|z1||z2|\left| \frac{z_1}{z_2} \right| = \frac{|z_1|}{|z_2|}﻿ 。




	||z1|−|z2||≤|z1−z2|≤|z1|+|z2|.\left|\left|z_1\right|-\left|z_2\right|\right| \le \left|z_1-z_2\right|\le |z_1|+|z_2|.﻿





[證明] 自行練習。

例題1.3-7. 請說明下列關係所呈現的集合型式：


	|z−1|=Re(z)+1|z-1|=\text{Re}(z)+1﻿，




	|z+2|=|z−1||z+2|=|z-1|﻿，




	|z−i|<2|z-i|<2﻿，




	|z−1|+|z+1|=7|z-1|+|z+1|=7﻿。




	[解]

可以從幾何與代數觀點來看這些集合。



	設 z=x+iyz=x+i y﻿ 則 |z−1|=Re(z)+1⟹(x−1)2+y2=x+1|z-1|=\text{Re}(z)+1\implies\sqrt{(x-1)^2+y^2}=x+1﻿ ，兩側平方得





(x−1)2+y2=(x+1)2⟹y2=4x.(x-1)^2+y^2=(x+1)^2 \implies y^2=4x.  




	從 |z+2|=|z−1||z+2|=|z-1|﻿ 來看，表示複數平面上的點 zz﻿ 到點 z1=−2z_1=-2﻿ 與 z2=1z_2=1﻿ 之距離相同，換句話說，點 落在 z1z2¯\overline{z_1 z_2}﻿ 的中垂線上，由於 xx﻿-軸上，即 z=−2+12+iy=−12+iyz=\frac{-2+1}{2}+iy=-\frac{1}{2}+i y﻿，則 $\{(-\frac{1}{2},y)|y\in\R\}$﻿ 為所求。



即為拋物線 (parabola)，則 {(x,y)∈ℂ|y2=4x}\{(x,y)\in\mathbb{C}|y^2=4x\}﻿ 為所求。


	由於 |z-z_0|=r 表示複數平面上的點 zz﻿ 到點 z0z_0﻿ 的距離等於 rr﻿ 的點所形成的組合，即是一個圓，圓心 z_0 半徑為 rr﻿ 的圓，記為 Cr(z0)C_r(z_0)﻿ 。因此 |z−z0|<r|z-z_0|<r﻿ 表圓盤，盤心在 z0z_0﻿，半徑為 rr﻿ 的圓盤， 記為 Dr(z0)D_r(z_0)﻿ 。此小題為求 |z−i|<2|z-i|<2﻿ 的集合，所求為 D2(i)={(x,y)∈ℂ|x2+(y−1)2<2}D_2(i)=\{(x,y)\in\mathbb{C}|x^2+(y-1)^2<2\}﻿。




	從 |z−1|+|z+1|=7|z-1|+|z+1|=7﻿ 來看，表示複數平面上的點 zz﻿ 到點 z1z_1﻿ 與 z2z_2﻿ 的距離和等於7，因此代表一個橢圓，由於點 z1z_1﻿ 與 z2z_2﻿ 均落在 xx﻿-軸上，表示長短軸平行x,y-軸，因此方程式型式如 x2a2+y2b2=1\frac{x^2}{a^2}+\frac{y^2}{b^2}=1﻿ 令 z=x>0z=x>0﻿ 與 z=y>0z=y>0﻿ 代入 |z−1|+|z+1|=7|z-1|+|z+1|=7﻿ 可得 a=x=72a=x=\frac{7}{2}﻿ 與 b=y=452b=y=\frac{\sqrt{45}}{2}﻿，如此對應的集合為 {(x,y)∈ℂ|x249/4+y245/4=1}\{(x,y)\in\mathbb{C}|\frac{x^2}{49/4}+\frac{y^2}{45/4}=1 \}﻿。









	Youtube 1: Euler Identiy


[image: https://www.youtube.com/watch?v=DoAbA6rXrwA]





[image: https://www.youtube.com/watch?v=ppRgvfIJsgU&t=49s]







	Youtube 2: Euler Formulas


[image: https://www.youtube.com/watch?v=TLgZit1HTxA&t=1s]








習題


	Sketch the sets of points determined by the following relations.

(a) |z+1−2i|=2|z+1-2i|=2﻿.

(b) Re(z+1)=0\text{Re}(z+1)=0﻿.

(c) |z+2i|≤1|z+2i| \leq 1﻿.

(d) Im(z−2i)≥6\text{Im}(z-2i) \geq 6﻿.





	Prove that 2|z|≥|Re(z)|+|Im(z)|\sqrt{2}|z| \geq |\text{Re}(z)|+|\text{Im}(z)|﻿.



17. Suppose that either |z|=1|z|=1﻿ or |w|=1|w|=1﻿. Prove that |z−w|=|1−z¯w||z-w|=|1-\overline{z}w|﻿.


	求使得 Arg1z=−Argz\mathrm{Arg}\frac{1}{z}=-\mathrm{Arg}z﻿ 不成立的 zz﻿。




	練習證明 arg⁡1z=−arg⁡z\arg\frac{1}{z}=-\arg z﻿ 。










1.4 複數的次方與方根 (Power and Root of Complex Numbers)




複數的次方



複數的方根



習題






棣美弗 (De Morivre’s) 定理： 對任意的有理數次方，下式 棣美弗公式 (De Morivre’s identity) 成立：



(cos⁡θ+isin⁡θ)n=cos⁡nθ+isin⁡nθ,∀n∈ℚ\begin{equation}
(\cos \theta+i\sin \theta)^n=\cos n\theta +i \sin n\theta,\quad \forall n\in\mathbb{Q} \tag{1.4-1}
\end{equation}






	[證明]

首先討論若 $n\in\N$﻿ 的情形。當 n=2n=2﻿ 時，



(cos⁡θ+isin⁡θ)2=cos⁡2θ+2icos⁡θsin⁡θ−sin⁡2θ=cos⁡2θ−sin⁡2θ+2icos⁡θsin⁡θ=cos⁡(2θ)+isin⁡(2θ)\begin{align*}
(\cos \theta+i\sin \theta)^2&=\cos ^2\theta +2 i \cos \theta \sin \theta -\sin^2 \theta=\cos ^2\theta -\sin^2 \theta+2 i \cos \theta \sin \theta  \\
&=\cos(2\theta)+i\sin(2\theta)
\end{align*}



式 (1.4-1) 成立。假設當 n=kn=k﻿ 時，式 (1.4-1) 成立，即



(cos⁡θ+isin⁡θ)k=cos⁡kθ+isin⁡kθ,(\cos \theta+i\sin \theta)^k=\cos k\theta +i \sin k\theta,



則當 n=k+1n=k+1﻿ 時，知



(cos⁡θ+isin⁡θ)k+1=(cos⁡θ+isin⁡θ)(cos⁡θ+isin⁡θ)k=(cos⁡θ+isin⁡θ)(cos⁡kθ+isin⁡kθ)=cos⁡θcos⁡kθ+isin⁡θcos⁡kθ+icos⁡θsin⁡kθ−sin⁡θsin⁡kθ=cos⁡θcos⁡kθ−sin⁡θsin⁡kθ+i(sin⁡θcos⁡kθ+cos⁡θsin⁡kθ)=cos⁡(k+1)θ+isin⁡(k+1)θ,\begin{align*}
(\cos \theta+i\sin \theta)^{k+1}
&=(\cos \theta+i\sin \theta)
(\cos \theta+i\sin \theta)^k \\
& =(\cos \theta+i\sin \theta)(\cos k \theta+i\sin k\theta)\\
&=\cos\theta \cos k\theta+i\sin\theta \cos k\theta+i\cos\theta \sin k\theta -\sin\theta \sin k\theta\\
&=\cos\theta \cos k\theta-\sin\theta \sin k\theta+i(\sin\theta \cos k\theta+\cos\theta \sin k\theta) \\
&=\cos (k+1)\theta +i \sin (k+1)\theta,
\end{align*}



即當 n=k+1n=k+1﻿ 時，式 (1.4-1)(1.4\text{-}1)﻿ 也成立。由數學歸納法可知式 (1.4-1)(1.4\text{-}1)﻿ 成立。

若 $n=-m, m\ge0, m\in\N$﻿ (負整數) 時，



(cos⁡θ+isin⁡θ)n=1(cos⁡θ+isin⁡θ)m=1cos⁡mθ+isin⁡mθ=cos⁡mθ−isin⁡mθcos⁡2mθ+sin⁡2mθ=cos⁡(−mθ)+isin⁡(−mθ)=cos⁡nθ+icos⁡nθ\begin{aligned}
(\cos \theta+i\sin \theta)^n&=\frac{1}{(\cos \theta+i\sin \theta)^m}=\frac{1}{\cos m\theta+i\sin m\theta}= \frac{\cos m\theta-i\sin m\theta}{\cos^2 m\theta+\sin^2 m\theta}\\
 &=\cos(-m\theta)+i\sin (-m\theta)=\cos n\theta+i\cos n\theta
\end{aligned} 



若 n=p/qn=p/q﻿ 其中 $p,q\in\Z$﻿ 則因



(cos(pqθ)+isin(pqθ))q=cos⁡(qpqθ)+isin⁡(qpqθ)=cos⁡(pθ)+isin⁡(pθ)=(cos⁡θ+isin⁡θ)p\begin{align*}
\left(\cos\left(\frac{p}{q}\theta\right)+i\sin\left(\frac{p}{q}\theta\right)\right)^q
&=\cos\left(q \frac{p}{q}\theta\right)+i\sin\left(q \frac{p}{q}\theta\right) \\
&=\cos(p\theta)+i\sin(p\theta)=(\cos\theta+i\sin\theta)^p
\end{align*}



上式方程式兩側取 q 次方根，可得



cos⁡(pqθ)+isin⁡(pqθ)=(cos⁡θ+isin⁡θ)pq\cos\left(\frac{p}{q}\theta\right)+i\sin\left(\frac{p}{q}\theta\right)
=(\cos\theta+i\sin\theta)^{\frac{p}{q}}



得證式 (1.4-1)(1.4\text{-}1)﻿ 對任意有理數均成立。此式還可推廣到對任意實數都成立，證明留給同學練習。




當 n=2n=2﻿ 時，棣美弗 (De Morivre’s) 公式可圖解如下：



[image: https://www.geogebra.org/m/byhxh5hj]





Geogebra 1: 驗證當n=2時棣美弗公式成立\text{Geogebra 1: 驗證當}~ n=2~{時棣美弗公式成立}




複數的次方

利用棣美弗公式，透過 Euler 公式(1.3-8)可以快速得知



(eiθ)n=(cos⁡θ+isin⁡θ)n=cos⁡nθ+isin⁡nθ=einθ.(e^{i\theta})^n =(\cos\theta +i \sin \theta)^n = \cos n\theta+i \sin n\theta = e^{in\theta}. 



若 z=reiθ=r(cos⁡θ+isin⁡θ)z=re^{i\theta}=r(\cos\theta+i\sin\theta)﻿，對任意的 $n\in\R$﻿ ，則 zz﻿ 的 nn﻿ 次方 (nth power) 計算如下：



zn=(reiθ)n=rn(eiθ)n=rneinθ\begin{equation*}
z^n=(re^{i\theta})^n=r^n (e^{i\theta})^n
=r^ne^{in\theta}
\end{equation*}



範例1.4-1. 計算 (−3−i)3(-\sqrt{3}-i)^3﻿ 之值。


	[解] 

由於 −3−i=−2(32+12i)=2eiπeiπ6=2e−i5π6-\sqrt{3}-i=-2\left(\frac{\sqrt{3}}{2}+\frac12 i\right)
=2 e^{i\pi}e^{i\frac{\pi}{6}}
=2 e^{-i\frac{5\pi}{6}}﻿，得



(−3−i)3=8e−5π2=8e−π2=−8i.\begin{equation*}
(-\sqrt{3}-i)^3 = 8 e^{-\frac{5\pi}{2}}
=8 e^{-\frac{\pi}{2}}=-8i.
\end{equation*}




[image: ]

圖1.4-1: 單位圓上常見的無理數點






複數的方根

我們更進一步討論若 n=1mn=\frac{1}{m}﻿ 為一正分數，則複數 ss﻿ 滿足



sm=z\begin{equation}
s^m=z \tag{1.4-2}
\end{equation}



稱為 zz﻿ 的 m m﻿ 次根，以 z1mz^{\frac{1}{m}}﻿ 表示。我們很容易驗證若令 s=r1meiθms=r^{\frac{1}{m}}e^{\frac{i\theta}{m}}﻿，則 ss﻿ 滿足式 (1.4-2) ，由代數基本定理，式 (1.4-2) 應該有 mm﻿ 個不同的 ss﻿，換言之必須有 mm﻿ 個不同的 mm﻿ 次根，事實上，



r1mei(θ+2kπ)mr^{\frac{1}{m}}e^{\frac{i(\theta+2k\pi)}{m}}



代入 k=0,1,2,⋯,m−1k=0,1,2, \cdots,m-1﻿，均滿足式(1.4-2) ，即



z1m=r1mei(θ+2kπ)m\begin{equation}
z^{\frac{1}{m}}=r^{\frac{1}{m}}e^{\frac{i(\theta+2k\pi)}{m}} \tag{1.4-3}
\end{equation}



k=0,1,2,⋯,m−1k=0,1,2, \cdots,m-1﻿。

例題1.4-2.  求 z3=1z^3=1﻿ 之根。


	[解] 

設z=reiθ z=re^{i\theta}﻿ 則有 z3=r3ei3θ=1z^3=r^3e^{i3\theta}=1﻿，比較得



$$\begin{equation*}
\begin{cases} r=1 \\ 3\theta=0+2n\pi
\end{cases}
\implies
\begin{cases} r=1 \\ \theta=\frac{2n\pi}{3}
\end{cases},\qquad n\in\Z.
\end{equation*}$$



由於同位角的關係，只需討論 n=0,1,2n=0,1,2﻿即可，因此



{n=0,θ=0,z0=1n=1,θ=2π3,z1=12+32in=3,θ=4π3,z2=−12−32i\begin{equation*}
\begin{cases} n=0, & \theta=0, \quad z_0=1\\
n=1, & \theta=\frac{2\pi}{3},\quad z_1=\frac{1}{2}+\frac{\sqrt{3}}{2}i\\
n=3,& \theta=\frac{4\pi}{3}, \quad z_2=-\frac{1}{2}-\frac{\sqrt{3}}{2}i
\end{cases}
\end{equation*}



若設 ω=12+32i\omega=\frac{1}{2}+\frac{\sqrt{3}}{2}i﻿，則有 z1=ω,z2=ω2z_1=\omega, z_2=\omega^2﻿，即 z3=1z^3=1﻿ 之根為 1,ω,ω21, \omega, \omega^2﻿。


[image: ]

圖1.4-2: z3=1z^3=1﻿的三個根




例題1.4-3.  求 z4+1=0z^4+1=0﻿ 之所有根，並分解z4+1z^4+1﻿。


	[解]

z4=−1z^4=-1﻿ ，故所有根為 −1-1﻿ 的 44﻿ 次根，(−1)14(-1)^{\frac{1}{4}}﻿。

−1=cos⁡π+isin⁡π=eπi=e(π+2kπ)i-1=\cos\pi+i\sin\pi=e^{\pi i}=e^{(\pi+2k\pi)i}﻿，

由 (22)(22)﻿ 式，(−1)14=eπi=e(π+2kπ)i,k=0,1,2,3(-1)^{\frac{1}{4}}=e^{\pi i}=e^{(\pi+2k\pi)i},k=0,1,2,3﻿。

即



(−1)14={eπi4,e3πi4,e5πi4,e7πi4}={22+22i,−22+22i,−22−22i,22−22i}\begin{aligned}
(-1)^{\frac{1}{4}} &=\{ e^{\frac{\pi i}{4}},e^{\frac{3\pi i}{4}},e^{\frac{5\pi i}{4}},e^{\frac{7\pi i}{4}} \} \\ &= \{ \frac{\sqrt2}{2}+\frac{\sqrt2}{2}i,-\frac{\sqrt2}{2}+\frac{\sqrt2}{2}i,-\frac{\sqrt2}{2}-\frac{\sqrt2}{2}i, \frac{\sqrt2}{2}-\frac{\sqrt2}{2}i \}
\end{aligned}



即



z4+1=(z−22−22i)(z+22−22i)(z+22+22i)(z−22+22i)=(z2−2z+1)(z2+2z+1)\begin{aligned}
z^4+1 &=(z-\frac{\sqrt2}{2}-\frac{\sqrt2}{2}i)(z+\frac{\sqrt2}{2}-\frac{\sqrt2}{2}i)(z+\frac{\sqrt2}{2}+\frac{\sqrt2}{2}i)(z-\frac{\sqrt2}{2}+\frac{\sqrt2}{2}i) \\ &=(z^2-\sqrt2z+1)(z^2+\sqrt2z+1)
\end{aligned}






定義1.4-1. 設 s,z∈ℂs,~z\in\mathbb{C}﻿ 且 $n\in\N$﻿. 若對給定的 zz﻿，滿足 sn=zs^n = z﻿ 的 ss﻿ 稱為 zz﻿ 的 nn﻿ 次方根。

注意：


	集合 {s∈ℂ:sn=z}\{s\in\mathbb{C}~:~ s^n=z\}﻿ 之個數為 nn﻿。




	若 ss﻿ 為 zz﻿ 的 nn﻿ 次根， 也記為 s=z1ns=z^\frac{1}{n}﻿。




	設 f(z)=z2f(z)=z^2﻿，則此函數 ff﻿ 為單值函數(single value function)，例如 f(1+i)=(1+i)2=2if(1+i)=(1+i)^2=2i﻿。




	設 g(z)=z12g(z)=z^{\frac12}﻿，則此函數 gg﻿ 為多值函數(multivalue function)，例如 g(1+i)=1+i=214eiπ8,214e−iπ8g(1+i)=\sqrt{1+i}=2^{\frac14} e^{i\frac{\pi}{8}}, 2^{\frac14} e^{-i\frac{\pi}{8}}﻿，即 g(1+i)g(1+i)﻿ 有兩個值。



例題1.4-4.  解 sn=1s^n=1﻿ 。


	[解] 

設 s=reiθ s=re^{i\theta}﻿ 且 1=1⋅ei01=1\cdot e^{i 0}﻿，所以rn=1 r^n=1﻿ 且 nθ=0+2kπn\theta = 0+2k\pi﻿，其中 $k\in\Z$﻿。化簡得



r=1,θ=2kπn,k∈{0,1,2,…,n−1}.r=1,\quad \theta=\frac{2k\pi}{n},~k\in\{0,1,2,\ldots,n-1\}.



令 ω=ei2πn\omega=e^{i\frac{2\pi}{n}}﻿ (稱為1的原 n 次方根(primitive n-th root))，則



s=1,ω,ω2,…,ωn−1s=1,\omega,\omega^2,\ldots,\omega^{n-1}



為方程式 sn=1s^n=1﻿ 的根。




注意：sn−1=(s−1)(s−ω)⋯(s−ωn−1)s^n-1=(s-1)(s-\omega)\cdots(s-\omega^{n-1})﻿。當 n=3n =3﻿ 時，參考例題1.4-2的解。

例題1.4-5.  令 c∈ℂc\in\mathbb{C}﻿，  解 zn=cz^n=c﻿ 。


	[解]

 設 z=reiθ z=re^{i\theta}﻿ 且 c=ρ⋅eiϕc=\rho\cdot e^{i \phi}﻿，由上例可得 sn=cs^n=c﻿ 的根為



z∈ρ1neiπn{1,ω,ω2,…,ωn−1}=c1n{1,ω,ω2,…,ωn−1}={c1n,c1nω,c1nω2,…,c1nωn−1}.\begin{align*}
z&\in\rho^{\frac1n}e^{i\frac{\pi}{n}}\{ 1,\omega,\omega^2,\ldots,\omega^{n-1}\}
=c^{\frac1n} \{ 1,\omega,\omega^2,\ldots,\omega^{n-1}\} \\
&=\{c^{\frac1n}, c^{\frac1n}\omega,c^{\frac1n}\omega^2,\ldots,c^{\frac1n}\omega^{n-1}\}.
\end{align*}



例如欲解 z3=18z^3=\frac18﻿，由於 c=18c=\frac18﻿ 可得 c13=12c^{\frac13}=\frac12﻿，因此由於 12{1,ω,ω2}={12,−14+34i,−14−34i}\frac12\{1,\omega,\omega^2\}=\{\frac12, -\frac14+\frac{\sqrt{3}}{4}i,-\frac14-\frac{\sqrt{3}}{4}i\}﻿。z3=18z^3=\frac18﻿ 的三個根分別為 12,−14+34i,−14−34i\frac12, -\frac14+\frac{\sqrt{3}}{4}i,-\frac14-\frac{\sqrt{3}}{4}i﻿。



[image: https://www.geogebra.org/classic/csghssct]





Geogebra 2:zn=c的n個根(拉動c點與n的滑桿觀察根的位置)\text{Geogebra 2:}~z^n=c~ \text{的}~ n \text{個根(拉動}c\text{點與}n\text{的滑桿觀察根的位置)}






例題1.4-6.  求方程式 iz2+(i+1)z+4+6i=0i z^2+(i+1)z+4+6i=0﻿ 之解。


	[解] 

將原方程式改寫為  z2+i+1iz+4+6ii=z2+(1−i)z+(6−4i)=0z^2+\frac{i+1}{i}z+\frac{4+6i}{i}=z^2+(1-i)z+(6-4i)=0﻿，代入根的公式得



z1,2=−(1−i)±(1−i)2−4(6−4i)2=−1+i±−24+14i2z_{1,2}
=\frac{-(1-i)\pm\sqrt{(1-i)^2-4(6-4i)}}{2}
=\frac{-1+i\pm\sqrt{-24+14i}}{2}



只要將根號內的數計算出來，就可以得到此方程式的兩個根。其計算方式有3種：



法1：−24+14i=2−12+7i=21934eiθ2+kπ\sqrt{-24+14i}=\sqrt{2}\sqrt{-12+7i}=\sqrt{2}\sqrt[4]{193} e^{i\frac{\theta}{2}+k\pi}﻿，其中 k=0,1k=0,1﻿，而



θ=tan⁡−17−12=−tan⁡−1712\theta=\tan^{-1}\frac{7}{-12}=-\tan^{-1}\frac{7}{12}﻿，因此



−24+14i=21934eiθ2,21934eiθ2+π≈±(1.37565+5.08846i).\sqrt{-24+14i}=\sqrt{2}\sqrt[4]{193} e^{i\frac{\theta}{2}}, \sqrt{2}\sqrt[4]{193} e^{i\frac{\theta}{2}+\pi}\approx\pm(1.37565+5.08846i).



法2：透過軟體計算可得其值，例如以 geogebra 的 atan2，可計算出 θ\theta﻿，算式如下圖(a)所示（注意要將代數內角度的單位調成弧度）:




[image: ]
(a) 計算 −24+14i\sqrt{-24+14i}﻿





[image: ]
(b) 直接計算 z1,z2z_1, z_2﻿





圖1.4-3: 利用 Geogebra 計算方程式 iz2+(i+1)z+4+6i=0i z^2+(i+1)z+4+6i=0﻿的解

如此代回計算，可得 z1,2=0.18783+3.04423i,−1.18783−2.04423iz_{1,2}=0.18783+3.04423i, -1.18783-2.04423i﻿。當然也可如上圖(b)所示，直接以 geogebra 計算得到兩根。






習題


	Represent the following complex numbers in polar form.

(a) −4-4﻿

(b) 6−6i6-6i﻿

(c) −7i-7i﻿

(d) −23−2i-2\sqrt{3}-2i﻿

(e) 1(1−i)2\frac{1}{(1-i)^2}﻿

(f) 6i+3\frac{6}{i+\sqrt{3}}﻿

(g) 3+4i3+4i﻿

(h) (5+5i)3(5+5i)^3﻿




5. Express the following in a+bia+bi﻿ form.


(a) eiπ2e^{\frac{i\pi}{2}}﻿

(b) 4e−iπ24e^{-i\frac{\pi}{2}}﻿

(c) 8ei7π38e^{i\frac{7\pi}{3}}﻿

(d) −2ei5π6-2e^{i\frac{5\pi}{6}}﻿

(e) 2ie−i3π42ie^{-i\frac{3\pi}{4}}﻿

(f) 6ei2π3eiπ6e^{i\frac{2\pi}{3}}e^{i\pi}﻿

(g) e2eiπe^2e^{i\pi}﻿

(h) eiπ4e−iπe^{i\frac{\pi}{4}}e^{-i\pi}﻿




	Show that arg $z_1 =\text{arg}\space z_2$﻿ iff z2=cz1z_2=cz_1﻿, where cc﻿ is a positive real constant.




	Let z1=−1+i3z_1=-1+i\sqrt{3}﻿ and z2=−3+iz_2=-\sqrt{3}+i﻿. Show that the equation $\text{Arg}(z_1z_2)=\text{Arg}\space z_1+\text{Arg}\space z_2$﻿ does not hold for the specific choice of z1z_1﻿ and z2z_2﻿.




	Let zz﻿ be any nonzero complex number and let nn﻿ be an integer. Show that zn+(z¯)nz^n+(\overline{z})^n﻿ is a real number.










1.5 複數平面上之拓樸 (Topology on the Complex Plane)




曲線



點集拓樸



習題



參考文獻




在本節首先討論複數平面上的基本點集拓樸，主要應用來建立複數極限的觀念。例如計算欲計算函數f(z)f(z)﻿ 在 z0z_0﻿ 點的極限值等於 LL﻿，即



limz→z0f(z)=L\lim_{z\to z_0}f(z)=L



時我們會碰到 z→z0z\to z_0﻿ 的過程，有無限多條可能從 zz﻿ 到 z0z_0﻿ 的路徑 (一條曲線)，因此需先討論從 zz﻿ 到 z0z_0﻿ 的曲線。


曲線

曲線可從其參數化來定義：

𝒞:z:[a,b]→ℂt↦z(t)=x(t)+iy(t)\begin{aligned}
\mathscr{C}:~z:&[a,b]\to\mathbb{C} \\
&t\mapsto z(t)=x(t)+i y(t)
\end{aligned}﻿，此處 z(t)z(t)﻿ 稱為曲線 𝒞\mathscr{C}﻿ 之參數化。一般而言對應的 x(t)x(t)﻿ 與 y(t)y(t)﻿ 都是 tt﻿ 的連續函數時，因此 z(t)z(t)﻿ 也會是連續函數。


[image: ]

 圖1.5-1: 以參數化映射呈現曲線

相關名詞定義如下：

起點(initial point)

z(a)=x(a)+iy(a)=zaz(a) = x(a)+i y(a)=z_a﻿，

終點(terminal point) z(b)=x(b)+iy(b)=zbz(b) = x(b)+i y(b)=z_b﻿，

值域 (range) $\text{Range }z=\stackrel{\Large\frown}{z_a z_b}=\{z(t)|t\in[a,b]\}$﻿ 就是指曲線 𝒞\mathscr{C}﻿ 本身 。



定義1.5-1. 曲線 𝒞\mathscr{C}﻿ 為閉合曲線(closed curve)的充要條件為曲線 𝒞\mathscr{C}﻿ 的起點與終點重合 (za=zbz_a = z_b﻿) 。

定義1.5-2. 曲線 𝒞\mathscr{C}﻿ 為平滑曲線(smooth curve)的充要條件為曲線 𝒞\mathscr{C}﻿ 的參數化函數 z(t)z(t)﻿ 在 [a,b][a,b]﻿ 上可微(differentiable)時，即 x(t)x(t)﻿ 與 y(t)y(t)﻿ 在 [a,b][a,b]﻿ 上可微。

定義1.5-3. 曲線 𝒞\mathscr{C}﻿ 為簡單曲線(simple curve)的充要條件為z(t)z(t)﻿ 在 [a,b][a,b]﻿ 上為1-1映射 (one-to-one map)，即不存在 t1≠t2∈[a,b]t_1\neq t_2 \in[a,b]﻿ 上使得z(t1)=z(t2)z(t_1)=z(t_2)﻿ ，亦即曲線 𝒞\mathscr{C}﻿ 圖形沒有自我相互交叉的 (self-intersective) 現象。



例題1.5-1. 𝒞:z(t)=z0+t(z1−z0),t∈[0,1]=(1−t)z0+tz1\mathscr{C}:\begin{aligned}
z(t)&=z_0+t(z_1-z_0),~t\in[0,1] \\
&=(1-t)z_0+t z_1
\end{aligned}﻿ 表示連接z0 z_0﻿ 到 z1z_1﻿ 之直線 z0z1¯\overline{z_0 z_1}﻿，圖示如下：


[image: ]

 圖1.5-2: 直線 z0z1¯\overline{z_0 z_1}﻿ 之參數化

則有



Range z=𝒞={z0+t(z1)−z0|t∈[0,1]},dzdt=z1−z0,∀t∈[0,1].\begin{aligned}
&\text{Range }z=\mathscr{C}=\{z_0+t (z_1)-z_0|t\in[0,1]\}, \\
& \frac{dz}{dt}=z_1 -z_0, \forall t\in[0,1].
\end{aligned}



由於此曲線上任意點的 dz/dtdz/dt﻿ 均存在，這是一條平滑(smooth)曲線。此曲線之逆向(inverse)曲線定義為



$$\textcolor{blue}{-\mathscr{C}}:\begin{aligned}
\gamma(t)&=z(1-t)=z_0+(1-t)(z_1-z_0),~t\in[0,1], \\
&=z_1 +t (z_0- z_1),
\end{aligned}$$



即 γ(0)=z(1)=z1\gamma(0)=z(1)=z_1﻿ 以及 γ(1)=z(0)=z0\gamma(1)=z(0)=z_0﻿（即起點、終點互換）。





一般而言，此曲線的起點與終點是不相同的 (z0≠z1z_0\neq z_1﻿)，這種曲線稱為開 (open) 曲線；同時當 t1≠t2∈[a,b]t_1\neq t_2 \in[a,b]﻿ 時，z(t1)−z(t2)=(1−t1)z0+t1z1−[(1−t2)z0+t2z1]=(t2−t1)(z0−z1)≠0z(t_1)-z(t_2)=(1-t_1)z_0+t_1 z_1 -\left[ (1-t_2)z_0+t_2 z_1\right]=(t_2-t_1)(z_0-z_1)\neq 0﻿，因此 z(t1)≠z(t2)z(t_1) \neq z(t_2)﻿，故 𝒞\mathscr{C}﻿ 為簡單曲線。



定義1.5-4. 曲線 𝒞\mathscr{C}﻿ 為 Jordan 曲線的充要條件為曲線 𝒞\mathscr{C}﻿ 為簡單閉合曲線。



下圖表示一個圓，其參數式為 z(t)=z0+Reit,t∈[0,2π]z(t)=z_0+R e^{i t}, t\in[0, 2\pi]﻿，明顯地 z(0)=z(2π)z(0)=z(2\pi)﻿，且函數 z(t)z(t)﻿ 在 [0,2π][0,2\pi]﻿ 上為1-1映射，因此此圓是一條簡單閉合曲線，亦即是一條Jordan曲線。


[image: ]

圖1.5-3: 圓 CR(z0)C_R(z_0)﻿ 之參數化呈現

例題1.5-2 判斷下列曲線是否為 Jordan 曲線？請試著說明原因。




[image: ]
(a) Jordan曲線





[image: ]
(b) 非 Jordan曲線





圖1.5-4: 判斷曲線是否為 Jordan 曲線

例題1.5-3. 𝒞:z(t)=t+1+i(t2+1),t∈[−1,1]\mathscr{C}:
z(t)=t+1+i(t^2+1),~t\in[-1,1]﻿ ，則



{x(t)=t+1⟹t=x−1y(t)=t2+1⟹y=(x−1)2+1=x2−2x+2\begin{cases}
x(t) &= t+1 \implies t=x-1 \\
y(t) &= t^2+1 \implies y=(x-1)^2+1=x^2-2x+2
\end{cases}



可得



Range z=𝒞={(x,y)|y=(x−1)2+1,x∈[0,2]}.\text{Range }z=\mathscr{C}=\{(x,y)|y=(x-1)^2+1, x\in[0,2]\}.



即圖形為拋物線，圖示如下：


[image: ]

 圖1.5-5: 曲線 𝒞:z(t)=t+1+i(t2+1),t∈[−1,1]\mathscr{C}: z(t)=t+1+i(t^2+1),~t\in[-1,1]﻿之圖形

曲線的導數為 dz/dt=1+2tidz/dt = 1+2t i ﻿，即曲線 𝒞\mathscr{C}﻿ 為平滑的。由此計算，可以得知上圖的曲線之切線斜率為 dy/dx=dy/dtdx/dt=2tdy/dx= \frac{dy/dt}{dx/dt}=2t﻿。

例題1.5-4. 四葉草曲線(four-leaved rose)定義為 z=sin⁡(2t)eitz=\sin(2t) e^{i t}﻿，其中 t∈[0,2π]t\in[0,2\pi]﻿ 之圖形如下：


[image: ]

圖1.5-6: 四葉草曲線(圖形取https://www.stumblingrobot.com/wp-content/ql-cache/quicklatex.com-2ec2835a510128baa010c47a776a1a98_l3.svg)

從圖1.5-6來看，四葉草曲線為閉合、平滑曲線，且其導數為



dzdt=ddt[sin(2t)(cos(t)+isin(t))]=[2cos(2t)(cos(t)+isin(t))]+[sin(2t)(−sin(t)+icos(t))]=2cos⁡(2t)eit+isin⁡(2t)eit=(2cos2t+isin2t)eit.\begin{aligned}
\frac{d z}{dt}&=\frac{d}{dt}\left[\sin(2t) (\cos(t)+i\sin(t))\right] \\
&=\left[2\cos(2t) (\cos(t)+i\sin(t))\right]+
\left[\sin(2t) (-\sin(t)+i\cos(t))\right]\\
&=2\cos(2t)e^{it}+i\sin(2t)e^{it}
 =\left(2\cos 2t +i\sin 2t\right)e^{it}.
\end{aligned}



對應的GeoGebra如下：







[image: https://www.geogebra.org/classic/egjrpbat]





Geogebra 1:四葉玫瑰圖形\text{Geogebra 1:四葉玫瑰圖形}



在 trinket.io 上 python3 參考程式如下(這個網站目前無法提供animation的動態圖形呈現)：



[image: https://trinket.io/python3/7731ac46ce]





Python 1: Python turtle 執行四葉玫瑰圖形\text{Python 1: Python turtle 執行四葉玫瑰圖形}



除非透過python的turtle 功能，結果如下：



[image: https://trinket.io/python3/8be15c88cb]





Python 2: Python turtle 繪出動態四葉玫瑰圖形\text{Python 2: Python turtle 繪出動態四葉玫瑰圖形}





點集拓樸

接著定義兩個常用名詞，集合 Cr(z0)={z∈ℂ||z−z0|=r}C_r(z_0)=\{ z\in\mathbb{C}| |z-z_0|=r\}﻿ 表以 z0z_0﻿ 為圓心、半徑等於 rr﻿ 的圓；而集合 Dr(z0)={z∈ℂ||z−z0|<r}D_r(z_0)=\{ z\in\mathbb{C}| |z-z_0|<r\}﻿ 表以 z0z_0﻿ 為圓盤心、半徑等於 rr﻿ 的圓盤；又 Dr(z0)D_r(z_0)﻿ 的閉包 (closure) 記為 D¯r(z0)=Dr(z0)∪Cr(z0)={z∈ℂ||z−z0|≤r}\overline{D}_r(z_0)=D_r(z_0)\cup C_r(z_0)=\{z\in\mathbb{C} | |z-z_0|\le r\}﻿， 包含圓盤的邊界在內的集合，以及Dr*(z0)=Dr(z0)\{z0}={z∈ℂ|0<|z−z0|<r}D^*_r(z_0)=D_r(z_0)\setminus\{z_0\}=\{ z\in\mathbb{C}| 0<|z-z_0|<r\} ﻿ 稱為去心圓盤 (punctured disk)。


[image: ]

圖1.5-7: 圓、圓盤、去心圓盤示意圖



定義1.5-5.  設 $z_0\in S\subseteq\cnums$﻿ ，則 Dε(z0)D_\varepsilon(z_0)﻿ 稱為 z0z_0﻿ 的 ε\varepsilon﻿ 鄰域 (ϵ\epsilon﻿-neighborhood of z0z_0﻿ )。




[image: ]

圖1.5-8: z0z_0﻿ 的鄰域示意圖



定義1.5-6. 設 ScS^c﻿ 為 SS﻿ 之補集(complement)，即 $S^c=\Complex\setminus S$﻿。集合 SS﻿ 的內部點、外部點與邊界點定義如下：


	z0z_0﻿ 為集合 SS﻿ 的內部點 (interior point) 的充要條件為 ∃ε>0 s.t. Dε(z0)⊂S\exists \varepsilon>0 \text{ s.t. } D_\varepsilon(z_0)\subset S﻿；




	z0z_0﻿ 為集合 SS﻿ 的外部點 (exterior point) 的充要條件為 ∃ε>0 s.t. Dε(z0)⊂Sc\exists \varepsilon>0 \text{ s.t. } D_\varepsilon(z_0)\subset S^c﻿ (或 ∃ε>0 s.t. Dε(z0)∩S=⌀\exists \varepsilon>0 \text{ s.t. } D_\varepsilon(z_0)\cap S=\varnothing﻿)；




	z0z_0﻿ 為集合 SS﻿ 的邊界點 (boundary point) 的充要條件為 ∀ε>0 s.t. Dε(z0)∩S≠⌀∧Dε(z0)∩Sc≠⌀\forall \varepsilon>0 \text{ s.t. } D_\varepsilon(z_0)\cap S\neq\varnothing
\land
D_\varepsilon(z_0)\cap S^c\neq\varnothing﻿。





此處 ⌀\varnothing﻿ 表示空集合。

集合 SS﻿ 的所有內部點所形成的集合稱為內部(interior) ，記為 S̊=intS\mathring{S}=\text{int}S﻿ ；集合 SS﻿ 的所有外部點所形成的集合稱為外部(exterior) ，記為extS\text{ext}S﻿ ，集合 SS﻿ 的所有邊界點所形成的集合稱為邊界(boundary)，記為 ∂S\partial S﻿ 。


[image: ]

圖1.5-9: 集合的內部、邊界與外部示意圖

從圖1.5-3所顯示圓 CR(z0)C_R(z_0)﻿ 的箭頭方向為逆時針旋轉，參照圖1.5-9，沿邊界逆時針行進時，內部點在來路徑的左側，因此定義為正向(positive orientation)或逆時針 (counterclockwise)，以圖1.5-3為例應表成 CR+(z0)C_R^+(z_0)﻿；反之順時針旋轉前進，則稱為逆向， 因此 CR−(z0)C_R^-(z_0)﻿ 對應的圖形為將圖1.5-3的箭頭方向逆轉可得；明顯地 CR−(z0)=−CR+(z0)C_R^-(z_0)=-C_R^+(z_0)﻿。

例題1.5-5. $S=\begin{Bmatrix}
1, \frac{1}{2},\frac{1}{3},\frac{1}{4},\cdots
\end{Bmatrix}=\{\frac{1}{n}~|~n\in\N\}$﻿，求 SS﻿ 的邊界點集合。


	[解]

注意：Sc=ℂ\S=ℂ\{1,12,13,14,…}S^c = \mathbb{C}\setminus S=\mathbb{C}\setminus \{1,\frac12,\frac13,\frac14,\ldots\}﻿ 以及 Dε(1n)={z:|z−1n|<ε}D_\varepsilon(\frac1n)=\{z: |z-\frac1n|<\varepsilon\}﻿；同時對任意實數 aa﻿、bb﻿，定義

(a,b)={z:z(t)=a+t(b−a),t∈(0,1)}(a,b)=\{ z :  z(t)=a+t(b-a), t\in(0,1)\}﻿。 因此 Dε(1n)∩ℝ=(1n−ε,1n+ε)D_\varepsilon(\frac1n)\cap \mathbb{R}=(\frac{1}{n}-\varepsilon,\frac{1}{n}+\varepsilon)﻿。


	Claim: 1n∈∂S\frac{1}{n}\in\partial S﻿，$\forall n\in\N$﻿。

給定 $\forall n\in\N$﻿，則 ∀ε>0\forall \varepsilon>0﻿ ，因 (1n−ε,1n+ε)∩S⊃{1n}(\frac{1}{n}-\varepsilon,\frac{1}{n}+\varepsilon)\cap S \supset \{ \frac1{n} \}﻿，即 Dε(1n)∩S⊃{1n}≠⌀D_\varepsilon(\frac{1}{n}) \cap S \supset\{ \frac1{n} \} \neq \varnothing﻿，且Dε(1n)∩Sc⊃{1n+ε2i}≠⌀D_\varepsilon(\frac{1}{n}) \cap S^c \supset \{\frac1n+\frac{\varepsilon}{2}i\}\neq \varnothing﻿，故 1n∈∂S\frac{1}{n}\in\partial S﻿。





	Claim: 0∈∂S0\in\partial S﻿。

由實數完備性得知，∀ε>0\forall \varepsilon>0﻿，存在 $m\in \N$﻿ 使得 1m<ε\frac{1}{m}\lt\varepsilon﻿，故 {1m}⊂(−ε,ε)∩S\{\frac1{m}\}\subset (-\varepsilon,\varepsilon)\cap S ﻿，即 {1m}⊂Dε(0)∩S≠⌀\{ \frac1{m} \} \subset D_\varepsilon(0) \cap S \neq \varnothing﻿，當然 {ε2i}⊂Dε(0)∩Sc≠⌀\{\frac{\varepsilon}{2}i\}\subset D_\varepsilon(0) \cap S^c \neq \varnothing﻿。




由上述兩部分的證明可以得知 ∂S=S∪{0}\partial S=S\cup 
\{
0
\}﻿ 。◼\hspace{5.5cm}\blacksquare﻿




例題1.5-6. 給定集合 S={z∈ℂ||z|≤1}S=\{z\in\mathbb{C}~ |~ |z|\le 1\}﻿，求集合 SS﻿ 之內部、邊界與外部。


	[解]

集合 SS﻿ 之內部為 intS=D1(0)\text{int}S=D_1(0)﻿、邊界為 ∂S=C1(0)\partial S = C_1(0)﻿ 與外部為 extS=ℂ\S\text{ext}S=\mathbb{C}\setminus S﻿，需進一步驗證定義1.5-6是否成立。

Claim: intS=D1(0)\text{int}S = D_1(0)﻿.


明顯地 D1(0)⊂SD_1(0)\subset S﻿ 成立。設任意點 z0∈D1(0)z_0\in D_1(0)﻿，則有 |z0|<1|z_0|<1﻿ 且 ∃ε=1−|z0|>0\exists~ \varepsilon = 1-|z_0|>0﻿ 使得若 z∈Dε(z0)z\in D_\varepsilon(z_0)﻿ 則有



|z|=|z−z0+z0|≤|z−z0|+|z0|<ε+|z0|=1|z| = |z-z_0+z_0|\le |z-z_0|+|z_0| < \varepsilon+|z_0| =1



亦即 z∈D1(0)z\in D_1(0)﻿，因此 Dε(z0)⊂D1(0)⊂SD_\varepsilon(z_0)\subset D_1(0)\subset S﻿，得 z0z_0﻿ 是 SS﻿ 的內點，由於 z0z_0﻿ 是 D1(0)D_1(0)﻿ 的任意一點，即 D1(0)D_1(0)﻿ 為 SS﻿ 之內部點形成的集合，如此可知 D1(0)D_1(0)﻿ 為 SS﻿ 之內部。



有關邊界與外部的驗證定義1.5-6成立，當成習題練習。






定義1.5-7. 集合 SS﻿ 為開、閉與連通的定義如下：


	集合 SS﻿ 為開集合 (open set) 的充要條件為 SS﻿ 內的每個點都是內部點，即 S=intSS = \text{int} S﻿。




	集合 SS﻿ 為閉集合 (closed set) 的充要條件為 SS﻿ 包含所有的邊界點在內，即 ∂S⊂S\partial S \subset S﻿。




	集合 SS﻿ 的連通集合 (connected set) 的充要條件為存在連接集合SS﻿內任意兩點的曲線完全落在SS﻿內，即 $\forall z_1, z_2\in~S，\exists
\stackrel{\Large\frown}{z_1z_2}
D\subset S$﻿。





例題1.5-7. 證明 A={z∈ℂ||z|<1}A=\{z\in\mathbb{C}~ |~ |z|< 1\}﻿ 為開集合。


	[解]

已知 intA⊂A\text{int}A \subset A﻿ 。欲證 intA=A\text{int}A = A﻿，設任意點 a∈Aa\in A﻿，則有 |a|<1|a|<1﻿ 且 ∃ε=1−|a|>0\exists~ \varepsilon = 1-|a|>0﻿ 使得若 z∈Dε(a)z\in D_\varepsilon(a)﻿ 則有



|z|=|z−a+a|≤|z−a|+|a|<ε+|a|=1|z| = |z-a+a|\le |z-a|+|a| < \varepsilon+|a| =1




[image: ]
圖1.5-10 集合AA﻿內的任意點 aa﻿ 之鄰域 D1−|a|(a)D_{1-|a|}(a)﻿

亦即 z∈Az\in A﻿，因此 Dε(a)⊂AD_\varepsilon(a)\subset A﻿，得 aa﻿ 是內點，即 a∈intAa\in \text{int} A﻿， 因此A⊂intAA\subset \text{int}A﻿ ，故所求成立。 ◼\blacksquare﻿








例題1.5-8.  證明 SS﻿ 為閉集合若且唯若 ScS^c﻿ 為開集合。


	[解]

(必要條件) 若 SS﻿ 為閉集合，且設 z∈Scz\in S^c﻿ ，則 z∉Sz\not\in S﻿。 由閉集合之定義1.5-7知 ∂S⊂S\partial S \subset S﻿ ，故 z∉∂Sz\not\in \partial S﻿ 。由邊界點定義， ∃ε>0\exists~ \varepsilon\gt0﻿ 使得 Dε(z)∩S=⌀D_\varepsilon(z)\cap S=\varnothing﻿ 或 Dε(z)∩Sc=⌀D_\varepsilon(z)\cap S^c=\varnothing﻿ 。但 z∈Dε(z)∩Scz\in D_\varepsilon(z)\cap S^c﻿ ，故 Dε(z)∩S=⌀D_\varepsilon(z)\cap S=\varnothing﻿ 表示 Dε(z)⊂ScD_\varepsilon(z) \subset S^c﻿ ，即證明任意 ScS^c﻿ 內的任何一點均存在一個鄰域 Dε(z)⊂ScD_\varepsilon(z)\subset S^c﻿ ，所以 ScS^c﻿ 為開集合。

(充分條件) 若 ScS^c﻿ 為開集合且設 z∉Sz\not\in S﻿ ，故 z∈Scz\in S^c﻿ 。由 ScS^c﻿ 為開集合， ∃ε>0\exists~ \varepsilon \gt 0﻿ 使得 Dε(z)⊂ScD_\varepsilon(z)\subset S^c﻿， 表示 Dε(x)∩S=⌀D_\varepsilon(x)\cap S = \varnothing﻿， zz﻿ 不為 SS﻿ 之邊界點，即 z∉∂Sz\not\in \partial S﻿ ，所以 ∂S⊂S\partial S \subset S﻿，故 SS﻿ 為閉集合。◼\hspace{11.5cm}\blacksquare﻿




例題1.5-9. 單位圓盤 D1(0)D_1(0)﻿ 以及環(annulus) A={z∈ℂ|1<|z|<2}A=\{z\in\mathbb{C}~|~1<|z|<2\}﻿ 均為連通集。


	[解] 

在此證明單位圓盤 D1(0)D_1(0)﻿ 為連通集，至於環 AA﻿ 亦是連通的證明當成習題。

設 z1,z2∈D1(0)z_1, ~z_2\in D_1(0)﻿，則有 |z1|<1|z_1|<1﻿ 與 |z2|<1|z_2|<1﻿，取 $\stackrel{\Large\frown}{z_1z_2}=\overline{z_1 z_2} = \{ (1-t) z_1+t z_2 ~|~ t\in[0,1]\}$﻿。

若 z∈z1z2¯z\in \overline{z_1 z_2} ﻿，存在 t*∈[0,1]t_* \in[0,1]﻿ 使得 z=(1−t*)z1+t*z2z= (1-t_*) z_1+t_* z_2﻿，因此



|z|=|(1−t*)z1+t*z2|≤(1−t*)|z1|+t*|z2|(∵三角不等式)≤(1−t*)|z1|+t*|z2|(∵1−t*,t*∈[0,1])≤(1−t*)+t*=1.(∵|z1|<1,|z2|<1)\begin{aligned}
|z|&=|(1-t_*) z_1 +t_* z_2|\le
(1-t_*)|z_1|+t_*|z_2|& (\because \text{三角不等式}) \\
&\le(1-t_*)|z_1|+t_*|z_2| & (\because 1-t_*,~t_*\in[0,1]) \\
&\le (1-t_*)+t_*=1. &(\because |z_1|<1,~|z_2|<1)
\end{aligned} 



所以 z∈D1(0)z\in D_1(0)﻿，因此 z1z2¯⊂D1(0)\overline{z_1 z_2}\subset D_1(0)﻿，得證 D1(0)D_1(0)﻿ 為連通。◼\hspace{4cm}\blacksquare﻿





[image: ]

圖1.5-11: 集合為連通或非連通之示意圖



定義1.5-8. z0z_0﻿ 稱為集合 SS﻿ 之聚點 (accumulation point) 的充要條件為 ∀ε>0\forall \varepsilon>0﻿, 去心鄰域 Dε*(z0)D_\varepsilon^*(z_0)﻿ 內至少包含 SS﻿ 內的一個元素(#{Dε(z0)∩S}≥1\#\{D_\varepsilon(z_0)\cap S\}\ge 1﻿)。



此處 #\#﻿ 表示集合元素的數量 (cardinal number)。

例題1.5-10. 


	D¯1(0)\overline{D}_1(0)﻿ 為單位圓盤 D1(0)D_1(0)﻿ 的聚點所形成的集合。




	原點 z=0z=0﻿ 為集合 S={in|n=1,2,…}S=\{\frac{i}{n}~|~n=1,2,\ldots\}﻿ 的唯一聚點。





定義1.5-9. 集合 $S\subseteq\cnums$﻿ 為有界 (bounded) 的充要條件為存在正數 MM﻿ 對任意的 z∈Sz\in S﻿ 均有 |z|≤M|z|\le M﻿；換句話說存在正數 MM﻿ 對使得 S⊆D¯M(0)S\subseteq \overline{D}_M(0)﻿ 。反之，集合 SS﻿ 為非有界 (unbounded) 。若有界集合 SS﻿ 亦為閉集合稱之為緊緻集合 (compact set)。




[image: ]

圖1.5-12: 有界集合必落在某個圓盤 DM(0)D_M(0)﻿ 之內。

以集合S={1,12,13,14,⋯}S=\begin{Bmatrix}
1, \frac{1}{2},\frac{1}{3},\frac{1}{4},\cdots
\end{Bmatrix}﻿ 為例，由範例1.5-5知 ∂S⊄S\partial S \not\subset S﻿ ，因此 SS﻿ 不是閉集合。又 ∀z∈S\forall z \in S﻿ ，知 |z|≤1|z| \le1﻿，即 SS﻿ 為有界集。 SS﻿ 雖然為有界集合但不是閉集合，因此 SS﻿ 不是緊緻集合。



定義1.6-10. 集合 DD﻿ 是一個域 (domain) 的充要條件是集合 DD﻿ 是連通開集合。

集合

DD﻿ 是一個區域 (region) 的充要條件是集合 DD﻿ 是一個域，且 DD﻿ 可能包含有一部份或全部的邊界點，以及 DD﻿ 可能不包含任何邊界點。又封閉區域 (closed region) 係指一個域和它的邊界所形成的集合 D∪∂DD\cup \partial D﻿。



域與定義域之意義不同，雖然英文都是domain，定義域是針對函數在哪些區域，其對應的值存在，而定義1.6-10所稱之域，指的是複數平面上任意的連通開集合。



定理1.6-1. (Jordan曲線定理, Jordan Curve Theorem) 設 𝒞\mathscr{C}﻿ 為複數平面 ℂ\mathbb{C}﻿ 上的 Jordan 曲線，則 ℂ=I∪𝒞∪E\mathbb{C} = I \cup \mathscr{C} \cup E﻿，其中 II﻿ 為 𝒞\mathscr{C}﻿ 的內部 (interior)， 𝒞\mathscr{C}﻿ 為其本身的邊界，而 EE﻿ 為 𝒞\mathscr{C}﻿ 的外部(exterior)，且II﻿與 𝒞\mathscr{C}﻿ 為有界集合，EE﻿ 為無界集合。

[證明] 超出本書的範圍，故省略之。有興趣的同學可以從本節的參考文獻[2]學習相關的證明。



Jordan曲線定理[1]是數學上的典型例子，定理是明顯成立，但卻又很難證明。從歷史上來瞭解，原始的 Camille Jordan 提出的定理敘述是不完全正確的，一直到1905年數學家 Oswald Veblen 才完成此定理正確敘述。 定理證明的困難點為如何解析的定義出內部與外部的簡單閉合曲線，使得後面的證明集合是連通時，可以容易建構出集合內任意兩點的連接曲線。


[image: ]

圖1.5-13: z1,z2z_1, z_2﻿ 是在曲線的內部還是外部？(取自 Mathew and Howell, Complex Analysis, 6th ed., Jones & Bartlett Learning, 2012, Figure 1.32)

Jordan曲線定理提出了一個同構映射的想法，即將任意的 Jordan 曲線對應到 (單位)圓，而曲線內部區域則對應到圓內的區域，即是曲線內部對應到 (單位) 圓盤內。Jordan曲線定理只在平面上成立，但在環面 (torus) 與 Möbius 環 (strip) 上是不成立的。



習題


	證明四葉草曲線 z=sin⁡(2t)eitz=\sin(2t) e^{i t}﻿，其中 t∈[0,2π]t\in[0,2\pi]﻿ 所圍區域面積為 π/2\pi/2﻿。




	你可以找出不同的三葉草、五葉草、六葉草的式子嗎？並以geogebra或python進行動態展示嗎？




	證明 C1(0)C_1(0)﻿ 為 S={z||z|≤1}S=\{z~|~ |z|\le 1\}﻿ 之邊界。




	證明 S={z|Rez>0}S=\{z~|~\text{Re} z>0\}﻿ 為開集合。




	證明環 A={z∈ℂ|1<|z|<2}A=\{z\in\mathbb{C}~|~1<|z|<2\}﻿ 為連通集。




	已知 $S=\{\frac{i}{n}~|~n\in\N\}$﻿，回答下列問題：




	列出 SS﻿ 的內部點、邊界點與外部點。

	SS﻿ 的閉包為何？




	SS﻿ 是有界的嗎？




	SS﻿ 是連通集合嗎？




	SS﻿ 為開集合嗎？還是閉集合？







	請繪出下面關係所描述的集合之圖形，並試問這個集合是(1) 開集合，(2) 閉集合，(3)一個域 ，(4) 有界集合，(5)連通集合？

	Im(z)<0\text{Im}(z)<0﻿




	−1<Re(z)<1-1<\text{Re}(z)<1﻿




	|z|>1|z|>1﻿




	2≤|z−3+4i|≤52\le |z-3+4i|\le 5﻿







	Sketch the curve z(t)=t2+2y+i(t+1)z(t)=t^2+2y+i(t+1)﻿

(a) for −1≤t≤0-1 \leq t \leq 0﻿

(b) for 1≤t≤21 \leq t \leq 2﻿

Hint: Use x=t2+2tx=t^2+2t﻿, y=t+1y=t+1﻿ and eliminate the parameter tt﻿.




7. Find a parametrization of the curve that is a portion if the circle C1(0)C_1(0)﻿ that joins the point 11﻿ to ii ﻿if


(a) the parametrization is counterclockwise along the quarter circle.
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符號意義說明





	名 詞
	定 義





	A(D)A(D)﻿
	定義於域 DD﻿ 上的解析函數所形成的集合



	ℂ\mathbb{C}﻿
	複數平面



	ℂ∞\mathbb{C}_\infty﻿
	擴充複數平面



	Cr(z)C_r(z)﻿
	以 zz﻿ 為圓心半徑 rr﻿ 的圓



	DD﻿
	域 (domain)



	DfD_f﻿
	函數 ff﻿ 的定義域(domain)



	Dr(z)D_r(z)﻿
	以 zz﻿ 為圓盤心半徑 rr﻿ 的開圓盤



	H(D)H(D)﻿
	定義於域 DD﻿ 上的調和函數所形成的集合



	ℝ\mathbb{R}﻿
	實數系



	RR﻿
	區域 (region)



	ρ\rho﻿
	冪級數的收斂半徑











EPUB/media/file13.jpg
%
i
§
%
%
i
¥

"]
'3






EPUB/media/file8.jpg
\\ W\ s

\\\\\\ .

NICOLAVS TARTAGLIA,
BRIXIANVS.

Diuitias patrice cumulat Tartaglia lingue,
Euclidem Etrufco dum docer ore loqui.

Hic certam trailare dedit tormenta per artem,
&t tonitru , & damnis emula fulminess.





EPUB/media/file52.png
Exterior

Tnterior
Boundary






EPUB/media/file27.png
n r1 ]
3 H
@
0
o
o
!
+ 0
— =
1l
-
N
=
o
<
]
"o
o
0 0 D b g bt b
o
s s ? T
]
-
|
0
-
|
o
)
0
o
l
0
o
T






EPUB/media/file43.png





EPUB/media/file22.txt


EPUB/media/file18.png
EEE—RAE B—&5 ¢

> Pl ) 000/546





EPUB/media/file44.png





EPUB/media/file26.png
Arg z =
arg z =

0.79
{0.79 +2n7| n € Z}

Arg z

0°

20

40

6°

8°






EPUB/media/file35.png





EPUB/media/file53.png





EPUB/media/file28.png





EPUB/media/file10.png
7/

)

I

TN\

N
—cV

<
i
X

y=15:c—|—4/
1/ o

A
—40

an
—OouU






EPUB/media/file5.png
b \ .

ra
La






EPUB/media/file19.png





EPUB/media/file45.png





EPUB/media/file11.jpg
B

i
» PE R-A
" DiRaraet Bomperrrda Bologna
Diuifain tre Libri.
(on laquale ciafcuno da [e potra wenire in perfetta
cognitione dellateorica dell’ Arimetica.

Con vna Tauola copiofa delle materie, che
ineffa (i contengono .
Poffa hora in luce 4 beneficio dells SIudiofi di
detta profefsione .

A R

IN BOL O GNA,
Per Giouanni Rofii. MDLXXIX.
Con licenza de’ Superiori «






EPUB/media/file6.png
(6]

N

w

N

(o)






EPUB/media/file36.png





EPUB/media/file15.jpg





EPUB/media/file54.png
dascemectat
st

covnected
2

o






EPUB/media/file41.png





EPUB/media/file37.png
c=0.4018989731 + 0.






EPUB/media/file24.png





EPUB/media/file16.jpg





EPUB/media/file12.png
5
T, Egualed 15. & po 4

7 S 2.

5. >

25. e

;. us.
xzs. R.q.p.dim.nx. |
Somm&q.paﬁmn.&eﬂ:&.q.yﬁm.lu. |

k.;.l_:.p&-.u.j R.c.l,.mdn.u. ‘
Lato ».pdisur. amdim.
Soua&mq.chcéhuhtaddl'm.






EPUB/media/file9.jpg





EPUB/media/file42.png





EPUB/media/file55.png
U





EPUB/media/file56.png





EPUB/media/file38.png
6 = atan2d(7,—12)
= 2.6135182052 rad

up = V2193 €2
= 1.3756612917 + 5.0884618491L"

Uy = V2 -193i ¢'2
= 1.3756612917 - 5.0884618491L"





EPUB/media/file25.png
a
0\2 .g
-2 \
-4 \
o} \ ]
bi =a''J






EPUB/media/file17.jpg





EPUB/media/file30.png
210: 4
Z20= 2
4
Z3O— Z10+ ZQO
2 = 4 ~ 2
2’22
Y ]
o3 //_ .-M\
2a= 270° = = 5
B=90° a
-2
v= a— B
180° = 270°— 90°
" S






EPUB/media/file57.png





EPUB/media/file31.png
. 2.718281828...
ATHOLOGER

MRE 5 — 1 Mathologerfll5ii -






EPUB/media/file48.png
Do » v < - Remix »

< > mainpy +& 3

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

1, = plt.plot(x[@], y[@], fmt, **kwargs)
plt.axis([-1,1,-1,1])

1
2
3
4~ def comet(x, y, fmt="", step=1, **kwargs):
5
6
7 num_points = len(x)

8~ for i in range(1, num_points + 1, step):
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